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	1. ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ Γ. ΖΟΥΒΕΛΟΣ
                     ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ
M.Sc. ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΚΑΙ ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ
                dzouvelos@hotmail.com




                 ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ Γ. ΖΟΥΒΕΛΟΣ
 


	2. Η μαθηματική εκπαίδευση  ή (οι διδακτικές μέθοδοι για τα μαθηματικά )
θεωρείται ως μία επιστήμη με τη δική της υπόσταση που αναφέρεται φυσικά
στα μαθηματικά, στη ψυχολογία, στην παιδαγωγική και σε άλλους τομείς της
γνώσης καθώς επίσης και στην εξάσκηση της διδασκαλίας των
μαθηματικών.




                                                               Σχήμα 1

                                                      ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ Γ. ΖΟΥΒΕΛΟΣ
 


	3. Σε αντιστοιχία με  το σχήμα 1, το υπόμνημα του περιοδικού “Gesellschaft
fur Didaktik der Mathematik” για την εκπαίδευση των δασκάλων (Μάρτιος
1981) έχει περιγράψει την μαθηματική εκπαίδευση με τα εξής λόγια:

«Είναι καθήκον του δασκάλου να συνδυάζει τη μαθηματική γνώση, τη
ψυχολογική εμπειρία και μία θετική στάση απέναντι στους νέους ανθρώπους,
έτσι ώστε να διεγείρει και να υποστηρίξει την ικανότητα της μάθησης των
μαθητών προς την κατεύθυνση των σκοπών που υπαγορεύει η εκπαίδευση
προς αλλά και πέρα από τα μαθηματικά. Ο τρόπος σκέψης και οι πράξεις του
δασκάλου χαρακτηρίζονται από το αν λαμβάνει υπ’ όψιν τις στενά
συνδεδεμένες καταστάσεις των μαθηματικών, των παιδαγωγικών, της
ψυχολογίας και της πρακτικής καθώς και από το αν παίρνει ισορροπημένες
αποφάσεις».

Οι διδακτικές μέθοδοι των μαθηματικών ή (η διδακτική των μαθηματικών)
συνδέουν τις εκπαιδευτικές και μαθηματικές σπουδές μεταξύ τους και
παρέχουν την απαραίτητη γέφυρα για τη διδασκαλία της εξάσκησης.




                                                      ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ Γ. ΖΟΥΒΕΛΟΣ
 


	4. Ο χαρακτήρας της  μαθηματικής εκπαίδευσης (διδακτικές μέθοδοι των
μαθηματικών) που εκφράζεται μπορεί να περιγραφεί από τις λέξεις κλειδιά
“διεπιστημονικότητα”, “συσσωμάτωση” και “εφαρμογή”. Όπως είναι
φανερό αυτές οι απαιτήσεις είναι άμεσες συνέπειες των σύνθετων συνθηκών
εργασίας που έχουν οι μαθηματικοί της εκπαίδευσης.

Η θεμελιώδης ιδέα για τη μαθηματική διδασκαλία και προσωπική θέση του
Wittmann, η οποία βρίσκεται στην “καρδιά” της προτεινόμενης προσέγγισης
είναι η ακόλουθη:

«Η διδασκαλία των μαθηματικών παρέχει μαθηματικές γνώσεις στους
μαθητές, έτσι ώστε να καλλιεργηθεί η κατανόηση τους για την
πραγματικότητα».
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	5. Με σκοπό να  εδραιωθούν οι σχέσεις μεταξύ των διαφορετικών αντιλήψεων
για τη μαθηματική εκπαίδευση θα ήταν χρήσιμο να ξεκινήσουμε από
υπάρχοντα πράγματα τα οποία ήδη αναπαριστούν την πράξη την συνδίασης
– συσσωμάτωσης με έναν φυσικό τρόπο. Τέτοια είναι οι διδακτικές
ενότητες.

Κατάλληλες διδακτικές ενότητες παρέχουν την δυνατότητα: ενασχόλησης με
τα μαθηματικά, μελέτης των προσωπικών μαθησιακών διαδικασιών που
ακολουθούν οι μαθητές, εκτίμησης των διαφορετικών μορφών κοινωνικής
οργάνωσης, σχεδιασμού, εκτέλεσης και ανάλυσης διδασκαλίας που
πραγματώνεται στην τάξη. Γι’ αυτό τον λόγο, οι διδακτικές ενότητες
αποτελούν μοναδικά μέσα που μπορούν να εισέλθουν στα συστατικά που
αφορούν την εκπαίδευση των δασκάλων και να τα συνδέσουν μεταξύ τους.
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	6. Στις σειρές μαθηματικών  που αφορούσαν την εκπαίδευση των δασκάλων, ο
Erich Wittmann συχνά παρουσιάζει μία διδακτική ενότητα (Δ.Ε) με μία
διάταξη-σχέδιο το οποίο περιλαμβάνει σύντομες πληροφορίες για: σκοπούς
(Σ), υλικό (Υ), μαθηματικά προβλήματα που προκύπτουν από το πλαίσιο την
ενότητας (Π) και το παρασκήνιο της ενότητας (π) το οποίο έχει τις
περισσότερες φορές μαθηματικό χαρακτήρα αλλά και μερικές φορές
ψυχολογικό.




Δ. Ε     Αριθμογώνια (Mc Intosh και Quadling, 1975 Walther 1978)
Σ        Προσθέτοντας, αφαιρώντας, ενεργή έρευνα αυτών των συστατικών,
         ερευνώντας – ανακαλύπτοντας.
Υ        Τριγωνικά και τετράπλευρα αριθμογώνια (μερικά σε φύλλα
         εργασίας)
Π        Δοσμένα νούμερα σε μερικές πλευρές και κορυφές. Να βρεθούν τα
         υπόλοιπα νούμερα.
π        Γραμμική ανεξαρτησία των αριθμών σε πλευρές και κορυφές,
         επίλυση συστήματος με τη βοήθεια γραμμικών εξισώσεων και
         μέθοδος επίλυσης.
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	7. Ως υπενθύμιση, τα  αριθμογώνια είναι τρίγωνα, τετράγωνα και γενικά ν-γωνα
των οποίων οι πλευρές και οι κορυφές μπορούν να ονομαστούν από
αριθμούς σύμφωνα με τον παρακάτω κανόνα: “Κάθε αριθμός που βρίσκεται
σε μία πλευρά είναι το άθροισμα των αριθμών παραπλήσιων κορυφών”. (




                                                              Σχήμα 2
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	8. Τα παραδείγματα σκοπεύουν  να παρουσιάσουν το γεγονός ότι μία διδακτική
ενότητα με τη μορφή που παρουσιάζεται εδώ δεν αποτελεί ακόμη ένα
επεξεργασμένο σχέδιο προς εφαρμογή σε σειρές μαθημάτων, παρόλο που
κάθε διδακτική ενότητα τέτοιας μορφής περιέχει ουσιώδη στοιχεία για ένα
τέτοιο σχέδιο. Μάλλον η διδακτική ενότητα αποτελεί μία ιδέα ή πρόταση για
μία διδακτική προσέγγιση, που σκοπίμως παρουσιάζεται με την μορφή αυτή,
ώστε να αφήνει διάφορους δρόμους ανοιχτούς που θα οδηγήσουν σε ένα
ολοκληρωμένο και πλήρες προς εφαρμογή σχέδιο.

H αξία που έχουν οι διδακτικές ενότητες για το διδακτικό μέρος της
εκπαίδευσης, βασίζεται στο γεγονός ότι οργανώνουν τη διδακτική γνώση με
έναν αποτελεσματικό τρόπο για τη διδασκαλία των μαθηματικών.
Όσον αφορά τη μαθηματική εκπαίδευση τα αριθμογώνια για παράδειγμα,
ταιριάζουν τέλεια σε μία σειρά μαθημάτων πάνω στην άλγεβρα για πρώτου
και δεύτερου επιπέδου μαθητές. Οι μαθητές μπορούν αρχικά να
εξερευνήσουν τα αριθμογώνια από μόνοι τους και να αναπτύξουν τις δικές
τους στρατηγικές για να τα επιλύσουν.
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	9. Αυτές οι εμπειρίες  δείχνουν το δρόμο για μία συστηματική αλγεβρική
χρησιμοποίηση των αριθμογωνίων (Mc Intosh και Qualding 1975). Οι
αμετάβλητες x1,x2, , xn στις κορυφές και οι μεταβλητές y1,y1, yn στις
πλευρές ενός n-γώνου σχετίζονται μεταξύ τους με τις γραμμικές εξισώσει:
x1+x2=y1 x2+x3=y2,         ……,     xn+x1=yn




                                                            Σχήμα 3


Με άλλα λόγια το γράφημα της φ αντιστοιχεί τις n-διατεταγμένες μεταβλητές
(x1,......xn) στις (y1,y2,…,yn) κι αυτό είναι μία γραμμική απεικόνιση του Qn (ή
του Rn) στον εαυτό του. Μετασχηματίζοντας το αντίστοιχο σύστημα,
απεικονίζεται η φ, να έχει βαθμό n, εάν το n είναι περιττός και βαθμό n-1 αν
το n είναι άρτιος.
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	10. Πώς θα πρέπει  να σχεδιαστούν διδακτικές δραστηριότητες οι οποίες:

1. να συνδέονται με την άτυπη τοποθετημένη γνώση των μαθητών
2. να τους καθιστά ικανούς να αναπτύξουν μία πιο διανοούμενη, τυπική και
   γενικευμένη γνώση
3. ενώ συγχρόνως να συμβαδίζουν με τη βασική αρχή της διανοητικής
   αυτονομίας.

«Από τι πρέπει να αποτελείται η διδασκαλία ενός μαθηματικού θέματος ώστε
να πληροί τις βασικές αρχές της ρεαλιστικής μαθηματικής εκπαίδευσης ;»

O ερευνητής κατασκευάζει μια προσωρινή συλλογή από διδακτικές
δραστηριότητες οι οποίες δουλεύονται με μια επαναληπτική διαδικασία
σχεδιασμού και αξιολόγησης.

Για να κατασκευαστεί λοιπόν ένα προσωρινό σχέδιο, ο ερευνητής μπορεί να
πάρει ιδέες από διάφορες πηγές και να τις ταιριάξει στην πρωτότυπη
δραστηριότητα που ετοιμάζει. Αυτές οι πηγές έμπνευσης μπορεί να είναι
σχολικά προγράμματα, κείμενα με θέμα την μαθηματική εκπαίδευση,
ερευνητικές αναφορές κ.α.

“theory guided bricolage” (Gravemeijer 1994a )
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	11. Σε γενικά πλαίσια  ο Erich Wittmann προσπάθησε να κάνει σαφές το
γεγονός, ότι οι διδακτικές ενότητες μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως
αφετηρία για ουσιαστικές μαθηματικές δραστηριότητες πάνω στις οποίες
μπορούν να οικοδομηθούν σημαντικές μαθηματικές θεωρίες
Η θέση του Wittmann για το ποιο είναι το σημαντικό σημείο στον σχεδιασμό
ενός μαθήματος αναφέρει: «Το σημαντικότερο σημείο στο σχεδιασμό είναι
να διδαχθούν το περιεχόμενο και οι επιδεξιότητες που βρίσκονται σε αυτό,
στο βαθμό εκείνο, ώστε να αφομοιωθούν ολοκληρωτικά και αυτό θα
επιτευχθεί μέσω κατάλληλων συναφών προβλημάτων (cf. Wittmann 1980 b,
Κεφάλαιο 5) ». Αυτός είναι ο λόγος που τα “προβλήματα (Π)”, αποτελούν ότι
πρέπει να υπάρχει σε μία διδακτική ενότητα.
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	12. Για αρκετά χρόνια  ο H. Freudenthal είχε αναπτύξει μία αντίληψη για τη
μαθηματική εκπαίδευση η οποία συγκεντρώνονται γύρω από τη μελέτη
ανοιχτών και κατευθυνόμενων διαδικασιών που αφορούν την μάθηση των
μαθηματικών. (cf. Freudenthal, 1978). O Wittmann επιχειρεί να προχωρήσει
μερικά βήματα μπροστά και να υποδηλώσει, ότι οι ερευνητές αναλύουν τη
μαθηματική σκέψη των μαθητών χρησιμοποιώντας έναν σκελετό, που
παρέχεται από σειρές πλουσίων διδακτικά και ευρέως αποδεκτών διδακτικών
ενοτήτων.


Ο σκοπός της ρεαλιστικής μαθηματικής εκπαίδευσης, είναι οι μαθητές να
αναπτύξουν τα μαθηματικά από μόνοι τους και μέσω αυτής της διαδικασίας
να κατανοήσουν την έννοια της αναπτυσσόμενες κοινής λογικής
(Freudenthal 1991)
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	13.  ρεαλιστική μαθηματική  εκπαίδευση αναζητά την κατανόηση
 Η

Αφετηρία της ρεαλιστικής μαθηματικής εκπαίδευσης είναι η “γνώση των
μαθητών” (έχει λοιπόν μαθητοκεντρικό χαρακτήρα)

 ιδέα του Freudenthal για ανάπτυξη μιας μαθηματικής εκπαίδευσης είχε
 Η
τον εξής χαρακτήρα: «Τα μαθηματικά ως μία ανθρώπινη δραστηριότητα»

 αρχή της επανανακάλυψης και της κατευθυνόμενης επανανακάλυψης θα
 Η
δίνουν την ευκαιρία στους μαθητές να επανανακαλύψουν τα μαθηματικά
μέσω της διπλής μορφής της διαδικασίας της μαθηματικοποίησης.
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	14. Μαθηματικοποιώντας λοιπόν ένα  κεντρικό θέμα από την καθημερινότητα
εμπειρικά γνωστό στους μαθητές (εξαιτίας του γεγονότος αυτού προέκυψε
το όνομα ρεαλιστική μαθηματική εκπαίδευση) έχουμε την έννοια της
οριζόντιας μαθηματικοποιήσης, ενώ μαθηματικοποιώντας ένα μαθηματικό
θέμα έχουμε την έννοια της κάθετης μαθηματικοποίηση

Μέσω της μαθηματικοποίησης υπονοείται η ύπαρξη μεγάλης αυτονομίας
των μαθητών. Έχουμε λοιπόν την βασική αρχή που λεει ότι:

Τα μαθηματικά μπορούν και θα πρέπει να μαθαίνονται μέσω προσωπικής
προσπάθειας και μέσω προσωπικών διανοητικών δυνατοτήτων!

Μέσω της προηγούμενης βασικής αρχής προκύπτει μία άλλη αρχή που
υποστηρίζει, ότι μόνο αν οι μαθητές αναπτύξουν τα μαθηματικά από μόνοι
τους θα οδηγηθούν στην κατανόηση της έννοιας της
Αναπτυσσόμενης κοινής λογικής




                                                      ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ Γ. ΖΟΥΒΕΛΟΣ
 


	15. Τα στοιχεία στα  οποία βασίζεται μία “τοπική διδακτική θεωρία” και κατ’
επέκταση ο τρόπος που ένα συγκεκριμένο θέμα θα πρέπει να διδαχτεί
ώστε να πληρούνται οι βασικές αρχές της ρεαλιστικής εκπαίδευσης είναι:


1. η διδασκαλία θα πρέπει να οικοδομηθεί πάνω στην άτυπη γνώση και
   τις στρατηγικές των μαθητών. Έτι λοιπόν οι διδακτικές
   δραστηριότητες που θα επιλεγούν θα πρέπει να συνδέονται με την
   άτυπη γνώση και τις στρατηγικές των μαθητών.
2. τα “context problems”(συναφή του περιεχομένου προβλήματα) που
   θα χρησιμοποιηθούν πρέπει να είναι κατάλληλα επιλεγμένα ώστε να
   αφυπνίζουν την άτυπη γνώση και τις στρατηγικές που παρουσιάζουν
   αυθόρμητα οι μαθητές όταν τους ζητηθεί να επιλύσουν ένα
   πρόβλημα.
3. ο σκοπός των διδακτικών δραστηριοτήτων θα πρέπει να είναι η
   ανάπτυξη αναστοχαστικών διαδικασιών στους μαθητές που θα τους
   οδηγούν με αυτό τον τρόπο σε παραγωγικές λειτουργίες όπως:
   σχηματοποίηση, εξαγωγή γενικών συμπερασμάτων και περικοπή –
   αφαίρεση.
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	16. Επίσης η τοπική  διδακτική θεωρία θα πρέπει να περιέχει ιδέες
προχωρημένου επιπέδου που ξεπερνούν το συγκεκριμένο θέμα για το
οποίο αναπτύσσεται. Αυτές οι θεωρητικές ιδέες θα αξιολογούνται
σύμφωνα με 2 από τις αρχές της ρεαλιστικής εκπαίδευσης:

1. Από το αν η διαδικασία εκμάθησης των μαθηματικών αποτέλεσε
   ανθρώπινη δραστηριότητα.
2. Αν υπήρξαν αποτελέσματα και ενδείξεις για την ενεργή συμμετοχή
   των μαθητών

Τα στοιχεία της τοπικής διδακτικής θεωρίας αντανακλούν τις βασικές
αρχές της ρεαλιστικής εκπαίδευσης. Το επόμενο βήμα είναι να
περάσουμε από κάτι το συγκεκριμένο, όπως είναι η “τοπική” διδακτική
θεωρία, σε κάτι πιο θεωρητικό, όπως είναι η εξειδικευμένη διδακτική
θεωρία για τη ρεαλιστική εκπαίδευση. Ο λόγος που αποκαλείται με την
προηγούμενη περίφραση είναι ότι αυτή η διδακτική θεωρία αφορά μόνο
την μαθηματική εκπαίδευση και είναι συνδεδεμένη με τη ρεαλιστική
προσέγγιση.
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	17. Ο Treffers (1987)  κατασκεύασε ένα σκελετό διδακτικής θεωρίας
χρησιμοποιώντας κοινά χαρακτηριστικά που συναντώνται σε τοπικές
διδακτικές θεωρίες επιμέρους θεμάτων.
 Τα τρία συστατικά που χρησιμοποίησε ο Treffers για να δημιουργήσει
τον θεωρητικό σκελετό είναι:

1. Η θεωρία των επιπέδων του Van Hiele (1975)
2. Η διδακτική φαινομενολογία του Freudenthal (1983)
3. Η ιδέα της προοδευτικής μαθηματικοποίησης


Ο Treffers χρησιμοποίησε τη θεωρία επιπέδων του Van Hiele για να
περιγράψει από σφαιρικής άποψης μια σειρά μαθημάτων. Ονόμασε τα
επίπεδα που θα ακολουθηθούν ως εξής:

1. Διαισθητικό – φαινομενολογικό επίπεδο
2. Τοπικό περιγραφικό επίπεδο
3. Επίπεδο συστηματικοποίησης του κεντρικού θέματος
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	18. Ο Treffers διέκρινε  5 χαρακτηριστικά της προοδευτικής
μαθηματικοποίησης.


1. Η κεντρική τοποθέτηση contextual problems (συναφών του εξεταζόμενου
   θέματος προβλημάτων ως σημεία αφετηρίας και εφαρμογών.

2. Η χρησιμοποίηση σχεδίων και μοντέλων συμπεριλαμβανομένων και
   προσχεδιασμένων καταστάσεων (πρότυπα)

3. Η συνεισφορά των μαθητών όσον αφορά τις προσωπικές τους
   κατασκευές και ελεύθερες προσωπικές τους δημιουργίες

4. Ο επικοινωνιακός χαρακτήρας της διδακτικής δραστηριότητας

5. Η ανάμιξη διαφόρων μαθησιακών τεχνικών
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	19. Οι ερωτήσεις που  πρέπει να απαντώνται θετικά από ένα “context problem”
είναι:

κάνουν πράγματι οι μαθητές χρήση των πληροφοριών που προσφέρει ένα
context ;
εφαρμόζουν οι μαθητές την δική τους εξειδικευμένη γνώση ;
μπορούν οι λύσεις που προτείνουν οι μαθητές να προσφέρουν
      δυνατότητες για “ κάθετη ” μαθηματικοποίησης ;

Με αυτή τη σειρά λοιπόν, η διαδικασία επανανανακάλυψης δομείται σε
τέσσερα επίπεδα, τα οποία δεν έχουν να κάνουν μόνο με πραγματικά
μοντέλα αλλά και με ιδέες, στρατηγικές.

 επίπεδο της επικρατούσας κατάστασης
 Το
 επίπεδο αναφοράς
 Το
 γενικό επίπεδο
 Το
 επίπεδο τυπικών μαθηματικών
 Το
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	20. Καταλήγοντας, σύμφωνα με  το επίπεδο δομής και τον σχετικό ρόλο των
αναδυόμενων μοντέλων προσφέρονται και τα απαιτούμενα κριτήρια τους. Τα
κριτήρια αυτά παίρνουν τη μορφή :


 της φυσικότητας

 της κάθετης δύναμης

 της ευρύτητας της εφαρμογής
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	21. Οι μαθησιακές αρχές  είναι

(Μ1): Η μάθηση ως κατασκευή (η γνώση κατασκευάζεται)
(Μ2): Η μάθηση ως διαδοχή επιπέδων
(Μ3): Η αναστοχαστική διάσταση της μάθησης
(Μ4): Η μάθηση ως κοινωνική δραστηριότητα (η κοινωνική διάσταση της
μαθηματικής εκπαίδευσης)
(Μ5): Ο δομικός χαρακτήρας της μάθησης




Δ1: “Η δημιουργία συγκεκριμένης βάσης προσανατολισμού”
Δ2: “Χρησιμοποίηση μοντέλων-σχημάτων και συμβόλων”
Δ3:“Ανάθεση ειδικών δραστηριοτήτων στους μαθητές
         (ελεύθερη δημιουργία – πρόκληση για διαπραγμάτευση)”
Δ4: “Αλληλεπιδραστική Διδασκαλία”
Δ5: “Σύνδεση μαθησιακών πόριων και πραγματικότητας"
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	22. 1) Η διδακτική  φαινομενολογία:

Το context problem που επιλέγχθηκε ήταν ένα πρόβλημα με Τίτλο “Ανάπτυξη”.
Αυτό το πρόβλημα, θέμα έχει την αύξηση της καλυπτόμενης επιφάνειας από
υδρόφυτα, σε χρόνο αντίστοιχο των εβδομάδων ανάπτυξης. Είναι ένα πρόβλημα
υπαρκτό, όπου οι μαθητές έχουν άμεση εποπτεία και το γνωρίζουν εμπειρικά.
Αμέσως μετά τη διαπραγμάτευση μεταξύ δασκάλου και μαθητών που σκοπό έχει
την πλήρη κατανόηση της κατάστασης που περιγράφεται στο πρόβλημα, δίνεται
στους μαθητές ένα φύλλο εργασίας που αποτελεί έναν οδηγό δραστηριοτήτων του
μαθητή μέσα στην τάξη.
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	23. 1. στο φύλλο  εργασίας αρχικά δίνεται ένας πίνακας τιμών, όπου οι μαθητές
   κάνουν χρήση των πληροφοριών που αυτός προσφέρει με αποτέλεσμα τη
   δημιουργία μιας γραφικής παράστασης (της εκθετικής f(x)=2x ).

2. Οι μαθητές αφού εφαρμόσουν τη δική τους προϋπάρχουσα γνώση για την
   κατασκευή της γραφικής παράστασης, απαντούν στις ερωτήσεις που ο
   δάσκαλος υποβάλλει μέσω του φύλλου εργασίας.

3. Οι απαντήσεις των μαθητών στις ερωτήσεις του φύλλου εργασίας,
   προσφέρουν δυνατότητες για οριζόντια και κάθετη μαθηματικοποίηση με
   αποκορύφωμα τον ορισμό και την ιδιότητα του λογαρίθμου.

4. Τέλος η γνώση που κατασκευάστηκε μέσω αυτής της διδακτικής πορείας
   εφαρμόζεται σε υπολογισμούς, που καλούνται οι μαθητές να
   πραγματοποιήσουν στην 6η ερώτηση του φύλλου εργασίας. Μέσω της
   συμπλήρωσης του φύλλου εργασίας επιτεύγχθηκε σύνδεση μεταξύ της
   διδακτικής αρχής: “Η δημιουργία συγκεκριμένης βάσης προσανατολισμού ”
   και της μαθησιακής αρχής: «Η μάθηση ως κατασκευή
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	24. 2) Το ρόλο  του διαμεσολαβητικού ή αναδυόμενου μοντέλου στο πρόβλημα παίζει
η γραφική παράσταση της 2x. Όπου αρχικά χρησιμοποιήθηκε για να περιγράψει
την επικρατούσα κατάσταση και στη συνέχεια χρησιμοποιήθηκε ως ερμηνεία της
σχέσης της εκθετικής 2x με τη λογαριθμική log2θ.

Το κριτήριο της φυσικότητας εκπληρώνεται μιας και το μοντέλο της γραφικής
παράστασης αλλά και του λογαρίθμου ως διαδικασία (ο χρόνος που χρειάστηκε
για να αναπτυχθεί η καλυπτόμενη επιφάνεια με παράγοντα αύξηση στο 2)
αναπτύσσεται από τους μαθητές. Επίσης θετική είναι η απάντηση και στο
κριτήριο της κάθετης δύναμης, όπου οι μαθητές απέφυγαν να κάνουν κακό
προγραμματισμό στον τρόπο εργασίας τους, πράγμα στο οποίο συνέβαλλαν οι
παρεμβάσεις του δασκάλου και η πορεία που υποδεικνύει το φύλλο εργασίας.
Αξίζει να σημειωθεί, ότι από την πλευρά τον μαθητών επιτεύγχθηκε σύνδεση
μεταξύ της δομής που έχει το πρόβλημα και της μαθηματικής δομής που έχει η
διαδικασία επίλυσής του.

Τέλος η ευρήτητα της εφαρμογής εκπληρώνεται θετικά στην τελευταία ερώτηση,
όπου οι μαθητές πραγματοποίησαν τους απαιτούμενους υπολογισμούς, Η
σύνδεση που πραγματώνεται είναι μεταξύ της διδακτικής αρχής: “Χρησιμοποίηση
μοντέλων – σχημάτων και συμβόλων” και της μαθησιακής αρχής:
“Η μάθηση ως διαδοχή επιπέδων”
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	25. 3) Η συνεισφορά  των μαθητών όσον αφορά τις προσωπικές τους
κατασκευές και ελεύθερες προσωπικές τους δημιουργίες πραγματοποήται
στις ερωτήσεις 5 - 6, όπου μέσω των παραδειγμάτων log216=4 και
log23+1=log26 κ.α τους ζητήθηκε να βρουν τον ορισμό και την ιδιότητα της
πρόσθεσης που υπάρχει στους λογαρίθμους.

Η σύνδεση που αναπτύσσεται μεταξύ της διδακτικής αρχής: “Ανάθεση
ειδικών δραστηριοτήτων στους μαθητές” και της μαθησιακής αρχής: “Η
Αναστοχαστική διάσταση της μάθησης” ήταν επιτυχημένη

.
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	26. 4) Μία άλλη  στρατηγική του διδακτικού σχεδιασμού που λάμβανει χώρα
είναι: Η αρχή της επανανακάλυψης και της κατευθυνόμενης
επανανακάλυψης, όπου ο χαρακτήρας των ερωτήσεων του φύλλου
εργασίας προτρέπει τους μαθητές αλλά και τους κατευθύνει να βρουν τη
λύση από μόνοι τους. Ο δάσκαλος διαπραγματεύεται σε κάθε σημείο της
διδασκαλίας, τις απαντήσεις των μαθητών και επεμβαίνει μόνο όταν
χρειάζεται για να δώσει την ονομασία λογάριθμος καθώς και τον συμβολισμό
(τυποποίηση ) log2θ.
Ο ρόλος λοιπόν του δασκάλου χαρακτηρίζεται ως εκείνος του
ενορχηστρωτή. Η διδακτική αρχή που υπάρχει εδώ είναι: η
“Αλληλεπιδραστική διδασκαλία” σε συνδυασμό με την μαθησιακή αρχή:
“Η μάθηση ως κοινωνική δραστηριότητα”.

5) “Η σύνδεση των μαθησιακών ποριών και πραγματικότητας” ως
διδακτική αρχή με το “Δομικό χαρακτήρα της μάθησης” οδήγησε τους
μαθητές στην κατασκευή της έννοιας αλλά και της ιδιότητας του λογαρίθμου
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	27. Βασική ιδέα
Ο υπολογισμός  του χρόνου που απαιτείται για να αναπτυχθεί μία
καλυπτόμενη επιφάνεια από υδρόφυτα για συγκεκριμένες τιμές θα μας
δώσει την αφορμή για χρησιμοποίηση της γεωμετρικής προόδου. Η
γραφική παράσταση της εκθετικής συνάρτησης 2x σε συνδυασμό με τη
γεωμετρική πρόοδο θα μας οδηγήσει στην ανάγκη υπολογισμού του χρόνου
και κατ’ επέκταση της εισαγωγής της έννοιας του λογαρίθμου. Ο ορισμός της
έννοιας του λογαρίθμου ως η μοναδική λύση της εκθετικής αx θα μας
οδηγήσει στην ιδιότητα του λογαρίθμου.
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	28. Στόχοι
Μετά την ολοκλήρωση  της διδακτικής ενότητας οι μαθητές θα μπορούν:
•να ορίζουν την έννοια του λογαρίθμου
•να λύνουν μία εκθετική εξίσωση με τη βοήθεια λογαρίθμων
•να υπολογίζουν λογαριθμικές παραστάσεις που περιέχουν αθροίσματα
Επίσης οι μαθητές θα μπορούν να συνδέουν την εκθετική με τη λογαριθμική
συνάρτηση καθώς θα γνωρίζουν, ότι ο λογάριθμος αποτελεί ένα
ικανοποιητικό μοντέλο φαινομένων, όπως είναι η αύξηση φυσικών μεγεθών.
Απαιτούμενες γνώσεις και υλικά:
Οι μαθητές είναι απαραίτητο να γνωρίζουν :
•Τους τύπους της γεωμετρικής προόδου και της εκθετικής συνάρτησης
•Τις ιδιότητες των δυνάμεων
•Να είναι εφοδιασμένοι με χαρτί μιλιμετρέ ή έναν υπολογιστή
Ενορχήστρωση της τάξης:
Οι μαθητές είναι χωρισμένοι σε ομάδες (δυάδες) μία σε κάθε θρανίο και κάθε
ομάδα αποτελεί μία ξεχωριστή μονάδα μέσα στην τάξη.
Η επικοινωνία πραγματοποιήται σε 2 επίπεδα, σε αυτό που αφορά στα μέλη
μίας μόνο ομάδας και σε αυτό που αφορά την επικοινωνία μεταξ΄τ των
ομάδων σε ολόκληρ πλέον την τάξη.
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	29. Φύλλο εργασίας:

Η ανάπτυξη  της καλυπτόμενης επιφάνειας από υδρόφυτα σε επισκόπηση
εβδομάδων φαίνεται από τον παρακάτω πίνακα

         Εβδομάδες:              Επιφάνεια (m2)
         0                       1
         1η                      2
         2η                      4
         3η                      8
         4η                      16
         5η                      32

1.Να κατασκευάσετε ορθογώνιους άξονες και να τοποθετήσετε τα σημεία
(εβδομάδες,επιφάνεια) στο επίπεδο. Να εξετάσετε με οποιονδήποτε τρόπο, αν
τα σημεία βρίσκονται πάνω σε μία ευθεία .
2.Υπολογίστε με τη βοήθεια του γραφήματος μετά από πόσες περίπου ημέρες
θα υπάρξουν 20m2 καλυπτόμενης επιφάνειες από υδρόφυτα;
3.Να βρείτε μετά από πόσες ημέρες θα υπάρξουν 40m2 , 80 m2 και 10 m2
καλυπτόμενης επιφάνειας από υδρόφυτα; Να χρησιμοποιήσετε το γράφημα ως
επαλήθευση για την απάντηση που δώσατε μόνο στη περίπτωση της
επιφάνειας των 10 m2.
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	30. 4. Βρείτε ένα  ικανοποιητικό μοντέλο που να εκφράζει τα m2 της
καλυπτόμενης επιφάνειας από υδρόφυτα σε σχέση με το πλήθος
εβδομάδων που απαιτούνται για την επίτευξη αυτού.

5. Σύμφωνα με το μοντέλο υπολογισμού του πλήθους εβδομάδων που
αναπτύξατε στην προηγούμενη ερώτηση εξηγείστε τα παρακάτω
αποτελέσματα:
                          log2 16  4
                          log3 27  3
                          log5 25  2
6. Τι νόημα θα μπορούσαν να έχουν οι παρακάτω εξισώσεις; Για το
συγκεκριμένο πρόβλημα; Να εκφράσετε τις παρακάτω διαδικασίες με έναν
γενικό τύπο που θα θεωρηθεί ως ιδιότητα για τους λογαρίθμους και να γίνει
η απόδειξη του σύμφωνα με τον ορισμό του λογαρίθμου.

    log2 3  1  log2 6       log2 7  1  log2 14   log2 6  log2 2  log2 12
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	31. Εφαρμογές: Να υπολογίσετε  τις παρακάτω παραστάσεις

      log10 0,001       log 1 10       log2 3  2log2 4  3log2 3
                           10

Σύντομη ανάλυση αναμενόμενης διδακτικής πορείας
Στην πρώτη ερώτηση οι μαθητές επιλέγουν μία κλίμακα και απεικονίζουν τα
σημεία σε Καρτεσιανό επίπεδο. Εδώ θα προηγηθεί διαπραγμάτευση για το
σημείο 0, όπου απεικονίζει την εβδομάδα που δεν έχει συμπληρωθεί. Παρόλα
αυτά όμως η αρχική καλυπτόμενη επιφάνεια είναι 1 m2.
Η διάταξη των σημείων στο επίπεδο δεν δημιουργεί βεβαιότητα για την
καμπύλη, πάνω στην οποία ανήκουν.
Στο σημείο αυτό ο δάσκαλος, αφού αφήσει για μικρό χρονικό διάστημα τους
μαθητές να πειραματιστούν, φανερώνει τη μορφή της καμπύλης.




                                                     Σχήμα 1
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	32. Στην 2η ερώτηση  ο μόνος τρόπος είναι να υπολογίσουν την τετμημένη του
σημείου με τεταγμένη τα 20 m2. Η απάντηση των μαθητών είναι 4,3
εβδομάδες.
Η απάντηση που έδωσαν στην 2η ερώτηση και σε συνδυασμό με την
υπόθεση ότι «από t=0 με καλυπτόμενη επιφάνεια 1m2 σε t=1 με
καλυπτόμενη επιφάνεια 2 m2» φτάνουν στο συμπέρασμα ότι ο
διπλασιασμός της καλυπτόμενης επιφάνειας απαιτεί 1 εβδομάδα.

Συνεπώς από t=4,3 εβδομάδες για 20m2 σε 40m2 απαιτούνται t=4,3+1=5,3
εβδομάδες.
 Έχοντας υπ’ όψιν οι μαθητές αυτή την αναλογία απαντούν ότι χρειάζονται
3,3 εβδομάδες για καλυπτόμενη επιφάνεια ίση με 10 m2, αφού 4,3
εβδομάδες απαιτήθηκαν για 20 m2
Όμοιες απαντήσεις δόθηκαν και για τις 6,3 εβδομάδες που απαιτούνται για
80 m2 καλυπτόμενης επιφάνειας.
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	33. Στο σημείο αυτό  ο δάσκαλος προτείνει στους μαθητές να χρησιμοποιήσουν
το λόγο των τιμών της ακολουθίας:

               2 4 8 16 32
                       2
               1 2 4 8 16
Εκτελώντας οι μαθητές διαιρέσεις των διαδοχικών τιμών θα παρατηρήσουν
ότι ο λόγος είναι 2. Δημιουργείται λοιπόν η εικόνα της γεωμετρικής προόδου
ως ακολουθίας.


Εδώ ο δάσκαλος θα προτείνει το σταθερό λόγο 2 να τον ονομάσουν
παράγοντα ανάπτυξης όπου σε συνδυασμό με τα καλυπτόμενα τετραγωνικά
μέτρα (m2) να εκφράζεται το πλήθος των εβδομάδων. Ο μηχανισμός αυτός
εύρεσης του χρόνου θα θεωρηθεί και θα ονομαστεί από το δάσκαλο ως
λογάριθμος, με συμβολισμό: log2
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	34. Στην ερώτηση 4  οι μαθητές θα περιγράψουν αρχικά τη διαδικασία εύρεσης
του χρόνου για μία ειδική περίπτωση ως:
log210 θεωρείται ο χρόνος που απαιτείται για να υπάρξουν 10 m2
καλυπτόμενης επιφάνειας αν ο παράγοντας αύξησης είναι 2.



Στην 5η ερώτηση η αιτιολόγηση που θα δοθεί από πλευράς μαθητών για την
αριθμητική παράσταση log216=4 είναι: Ο χρόνος που απαιτείται για την
κάλυψη 16 m2 με παράγοντα αύξησης το 2 είναι 4 εβδομάδες (θεωρώντας
ότι τη χρονική στιγμή t=0 είχαμε καλυπτόμενη επιφάνεια 1 m2).
Μερικοί μαθητές όμως συγκρίνοντας και τις άλλες δύο αριθμητικές
παραστάσεις log327=3 και log525=2 έφτασαν στο συμπέρασμα ότι
υψώνοντας το 2 στο χρόνο που απαιτείται έχουμε τα αντίστοιχα m2 δηλαδή
24=16, 33=27 και 52=25.
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	35. Σε αυτό το  σημείο ο δάσκαλος απομονώνει τον περιγραφικό χαρακτήρα του
λογαρίθμου ως εύρεσης χρόνου και προτείνει να γίνει διαπραγμάτευση για
την αλγεβρική μορφή του. Έχοντας υπ’ όψιν τη γεωμετρική πρόοδο με
σταθερό λόγο το 2 που έγινε στην 3η ερώτηση. Η διαπραγμάτευση καταλήγει
στη μορφή : log2 16  4  24  16

    Καταλήγοντας στη γενική μορφή:     loga   x  a x  

Διατυπώνεται λοιπόν ότι: ο logaθ είναι ο εκθέτης στον οποίο πρέπει να
υψώσουμε τον α ώστε να βρούμε το θ. Επίσης διατυπώνεται ότι: Η εκθετική
εξίσωση αx=Θ έχει μοναδική λύση που συμβολίζεται με logaθ και την
ονομάζουμε λογάριθμο του θ ως προς βάση α, με       0,  1,  0

Aπό τον παραπάνω ορισμό προκύπτει άμεσα ότι: Αν        0,  1,  0

               loga a x  x          loga a  1
    Ισχύει:
                 loga 1  0           a loga   
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	36. Στην 6η ερώτηση  οι μαθητές μεταφράζουν την λογαριθμική παράσταση:
log23+1=log26 από το γεγονός ότι ο χρόνος που μεσολαβεί για να
διπλασιαστεί η ανάπτυξη από 3m2 σε 6m2 είναι 1 εβδομάδα. Ο συμβολισμός
αυτός από την 4η ερώτηση θα είναι log22=1 και φτάνουν στο συμπέρασμα
log23+log22=log26
Αιτιολογώντας ομοίως και τις άλλες 2 λογαριθμικές παραστάσεις φτάνουν
διαισθητικά στο συμπέρασμα ότι log2α+log2b=log2αb

Στο σημείο αυτό ο δάσκαλος ζητά να διατυπωθεί η παραπάνω ιδιότητα
χρησιμοποιώντας μαθηματική ορολογία κι αυτό έχει στόχο οι μαθητές να
εκφραστούν μέσω συμβόλων.
Η τελευταία ερώτηση έχει στόχο τη θεσμοθέτηση, δηλαδή την κατοχύρωση
της αλήθειας για τη νέα μαθηματική γνώση που έχει προκύψει. Η
κατοχύρωση αυτή θα γίνει μέσω της απόδειξης, η οποία θα υλοποιηθεί με
υπόδειξη του δασκάλου

Τέλος οι μαθητές θα επιχειρήσουν να εφαρμόσουν το νέο μαθηματικό
εργαλείο που ήδη έχουν δημιουργήσει πάνω σε εκφράσεις, οι οποίες
παρουσιάζουν κάποια μικρή απόκλιση.
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