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	6. Γενικό Μέρος 2
Εισαγωγή
Ο  οδηγός του εκπαιδευτικού για τα Μαθηματικά της υποχρεωτικής εκπαίδευσης
στοχεύει στην υποστήριξη του εκπαιδευτικού ώστε να μπορέσει να υλοποιήσει
κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο τη φιλοσοφία του νέου προγράμματος σπουδών.
Ο οδηγός δεν δίνει στον εκπαιδευτικό “συνταγές” για το τι θα κάνει στην τάξη του,
αλλά προσπαθεί να τον βοηθήσει:
• να κατανοήσει τον εκπαιδευτικό προσανατολισμό του νέου ΠΣ και να
αναγνωρίσει τις αλλαγές τόσο στο περιεχόμενο όσο και στις διδακτικές
προσεγγίσεις που αυτό εισάγει,
• να σχεδιάζει τη διδασκαλία του αξιοποιώντας παραδείγματα
δραστηριοτήτων και διδακτικών εργαλείων που του προτείνονται,
• να συνειδητοποιεί τις διδακτικές επιλογές του καθώς και το αποτέλεσμα που
αυτές μπορούν να έχουν στη μαθηματική ανάπτυξη των μαθητών,
• να αναγνωρίζει τα προσδοκώμενα μαθησιακά αποτελέσματα για κάθε
μαθηματική ενότητα και να τα συνδέει με αυτά που οι μαθητές αναμένεται
να έχουν επιτύχει στις προηγούμενες τάξεις ή θα επιτύχουν στις επόμενες,
• να πειραματίζεται με νέες διδακτικές προσεγγίσεις δίνοντας του
παραδείγματα διαχείρισης που θα επιτρέψουν την πραγματοποίηση των
διδακτικών στόχων που διαμορφώνει με βάση το ΠΣ.
Για την επίτευξη των παραπάνω, παρουσιάζονται:
• οι βασικές αρχές του ΠΣ αναφορικά με το μαθηματικό περιεχόμενο, τη
διδασκαλία και τη μάθηση,
• παραδείγματα εργαλείων αξιολόγησης που ανταποκρίνονται στις βασικές
αρχές αξιολόγησης που θέτει το ΠΣ,
• η σημασία βασικών μαθηματικών θεμάτων ανά ηλικιακό κύκλο που έχουν
επιλεγεί από το ΠΣ, η προηγούμενη και η επόμενη γνώση των μαθητών, οι
δυσκολίες που σύμφωνα με την έρευνα στη Διδακτική των Μαθηματικών
αντιμετωπίζουν οι μαθητές καθώς και ζητήματα διδακτικής διαχείρισης,
• συγκεκριμένα παραδείγματα διδακτικής διαχείρισης δραστηριοτήτων που
προτείνονται κυρίως στο ΠΣ δίνοντας έμφαση στις μαθηματικές διεργασίες
που μπορούν να αναπτυχθούν,
• προτεινόμενες πηγές εκπαιδευτικού υλικού που μπορεί να αξιοποιηθεί.
Ο οδηγός του εκπαιδευτικού δεν αντικαθιστά το ΠΣ, αλλά δίνει μεγαλύτερη έμφαση
σε ζητήματα που αφορούν το σχεδιασμό, την εφαρμογή και την αξιολόγηση της
διδασκαλίας. Αυτό σημαίνει ότι ο οδηγός χρειάζεται να χρησιμοποιείται
συμπληρωματικά με το ΠΣ. Τόσο το ΠΣ όσο και ο οδηγός υποστηρίζουν τον
εκπαιδευτικό στο να μπορεί:
α) να προγραμματίζει την κατανομή του διδακτικού χρόνου,
β) να επιλέγει τη σειρά με την οποία θα διδάξει τις βασικές θεματικές ενότητες,
γ) να καθορίζει με τη βοήθεια του ΠΣ τους στόχους του και τα μέσα επίτευξης
τους ανάλογα με τις ιδιαιτερότητες των μαθητών,
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δ)  να σχεδιάζει εργαλεία αξιολόγησης της επίτευξης των στόχων του με στόχο
την ανατροφοδότηση και τη διαμόρφωση της διδασκαλίας,
ε) να επιλέγει ή να αναπτύσσει εκπαιδευτικό υλικό,
στ) να συνεργάζεται με άλλους εκπαιδευτικούς στο σχολείο του αλλά και εκτός
ώστε να σχεδιάζει από κοινού, να ανταλλάσει ιδέες και να πειραματίζεται με
διδακτικές προσεγγίσεις που αποδεικνύονται αποτελεσματικές.
Δομή του Οδηγού
Ο οδηγός περιλαμβάνει το γενικό μέρος που απευθύνεται στους εκπαιδευτικούς
του Δημοτικού και του Γυμνασίου καθώς και ξεχωριστό ειδικό μέρος για κάθε
εκπαιδευτική βαθμίδα.
Στο γενικό μέρος παρουσιάζονται:
• οι βασικές αρχές μάθησης και διδασκαλίας των μαθηματικών σύμφωνα με
το ΠΣ εστιάζοντας κυρίως στο τι είναι καινούριο στο ΠΣ,
• η δομή του μαθηματικού περιεχομένου σύμφωνα με τις τροχιές μάθησης και
διδασκαλίας που αξιοποιήθηκαν στο ΠΣ,
• εργαλεία – παραδείγματα αξιολόγησης.
Οι αρχές μάθησης και διδασκαλίας παρουσιάζονται συνοπτικά δίνοντας έμφαση
περισσότερο σε ζητήματα διαχείρισης, τα οποία συγκεκριμενοποιούνται στο ειδικό
μέρος. Σχετικά με τις τροχιές μάθησης και διδασκαλίας παρουσιάζονται συνοπτικά
οι κύριες υποτροχιές εστιάζοντας στο τι είναι αυτό που διαφοροποιείται ανά
ηλικιακό κύκλο. Στην αξιολόγηση προτείνονται: τρόποι αξιολόγησης των
απαντήσεων των μαθητών σε μια δραστηριότητα με βάση το βαθμό επίτευξης των
Προσδοκώμενων Μαθησιακών Αποτελεσμάτων (ΠΜΑ), τεχνικές αξιολόγησης όπως
πορτφόλιο, συνέντευξη, παρατήρηση με αντίστοιχα παραδείγματα, καθώς και ένα
παράδειγμα αξιολόγησης συνθετικής εργασίας των μαθητών.
Στο ειδικό μέρος της κάθε εκπαιδευτικής βαθμίδας έχουν επιλεγεί κάποιες βασικές
ενότητες ως προς τις οποίες παρουσιάζονται:
• η σημασία της ενότητας εστιάζοντας στις βασικές μαθηματικές έννοιες που
τη χαρακτηρίζουν, καθώς και στη μαθηματική δραστηριότητα που
ενθαρρύνεται από το ΠΣ σχετικά με την ενότητα αυτή,
• η προηγούμενη και η επόμενη γνώση των μαθητών όπως αυτή προτείνεται
από το ΠΣ σχετικά με την ενότητα,
• οι δυσκολίες που έχουν οι μαθητές σχετικά με την ενότητα όπως αυτές
προκύπτουν κυρίως από τη σχετική έρευνα,
• προτάσεις διδακτικής διαχείρισης της ενότητας,
• ιδέες διδακτικής διαχείρισης παραδειγμάτων ενδεικτικών δραστηριοτήτων
που προτείνονται στο ΠΣ ή συμπληρωματικών.
Σε κάποιες περιπτώσεις προτείνεται εκπαιδευτικό υλικό ανά ενότητα που μπορεί να
χρησιμοποιήσει ο εκπαιδευτικός καθώς και προτάσεις – παραδείγματα διαχείρισης
συνθετικών εργασιών.
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Βασικές  Αρχές Μάθησης και Διδασκαλίας των Μαθηματικών
Μαθηματικά και Μαθηματικός γραμματισμός
Κεντρική επιδίωξη της διδασκαλίας των Μαθηματικών στην υποχρεωτική
εκπαίδευση είναι η ανάδειξη των βασικών χαρακτηριστικών της μαθηματικής
γνώσης: της γενίκευσης, της αφαίρεσης, της ακρίβειας και της συντομίας, καθώς και
η ανάπτυξη της μαθηματικής σκέψης. Παράλληλα, η διδασκαλία επιδιώκει τη
σύνδεση των παραπάνω με το κοινωνικό περιβάλλον, γεγονός που οδηγεί στην
ανάπτυξη του μαθηματικού γραμματισμού, δηλαδή στην ικανότητα του ατόμου να
αναλύει, να ερμηνεύει και να επεμβαίνει στο κοινωνικό του περιβάλλον και στον
κόσμο γύρω του, χρησιμοποιώντας ως εργαλείο τα μαθηματικά και να
αντιλαμβάνεται τον τρόπο με τον οποίο χρησιμοποιούνται τα μαθηματικά για τη
λήψη αποφάσεων. Το ΠΣ επιδιώκει κυρίως να αποκτήσουν οι μαθητές την
ικανότητα διατύπωσης και επίλυσης προβλημάτων, καθώς και να διαμορφώσουν
μια θετική στάση για τα μαθηματικά, εκτιμώντας το ρόλο τους στην ανάπτυξη του
ανθρώπινου πολιτισμού.
Η υλοποίηση των παραπάνω στόχων επιχειρείται, όπως αναλύεται στο ΠΣ, να
επιτευχθεί μέσα από τέσσερις βασικές διεργασίες:
α) του μαθηματικού συλλογισμού και της επιχειρηματολογίας,
β) της δημιουργίας συνδέσεων/ δεσμών,
γ) της επικοινωνίας μέσω της χρήσης διαφορετικής μορφής εργαλείων, και
δ) της μεταγνωστικής ενημερότητας, όπου ο μαθητής σκέφτεται πάνω στις
δράσεις του και ελέγχει την αποτελεσματικότητα των στρατηγικών του.
Η ανάπτυξη αυτών των διεργασιών από τον μαθητή εξαρτάται από το είδος του
προβλήματος/ δραστηριότητας που θέτει ο εκπαιδευτικός στους μαθητές, αλλά και
από την αλληλεπίδραση των μαθητών και του εκπαιδευτικού στην τάξη. Για
παράδειγμα, μια άσκηση της μορφής «Λύστε την εξίσωση» δεν ενθαρρύνει τις ίδιες
διεργασίες με ένα πρόβλημα που μοντελοποιείται από μια εξίσωση. Επιπλέον, αν ο
εκπαιδευτικός ενθαρρύνει τους μαθητές του να περιγράψουν, να επεξηγήσουν και
να τεκμηριώσουν τις λύσεις τους σε ένα πρόβλημα, μπορεί να τους υποστηρίξει να
αναπτύξουν κάποιες από τις παραπάνω διεργασίες.
Εργαλεία διδασκαλίας και μάθησης
Δραστηριότητες
Τα βασικά εργαλεία διδασκαλίας και μάθησης που υποστηρίζει το ΠΣ είναι η χρήση,
από τους ίδιους τους μαθητές στην τάξη, δραστηριοτήτων, οι οποίες μπορούν να
βοηθήσουν στην εισαγωγή μαθηματικών εννοιών, στην αναγνώριση μαθηματικών
ιδιοτήτων και δομών, στη μοντελοποίηση καταστάσεων με την αξιοποίηση
μαθηματικών εργαλείων και γενικότερα στη μαθηματική διερεύνηση. Το πέρασμα
από τη δραστηριότητα στο μαθηματικό αντικείμενο είναι ένα δύσκολο σημείο που
χρειάζεται να διαχειριστεί ο εκπαιδευτικός ώστε να μπορέσει ο μαθητής να κάνει
τις ανάλογες συνδέσεις ανάμεσα στο πλαίσιο που θέτει η δραστηριότητα και στο
μαθηματικό περιεχόμενο. Η διαρκής αναφορά του μαθητή στο πλαίσιο της
δραστηριότητας που έχει να λύσει σε όλη την πορεία επίλυσής της βοηθά στο
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πέρασμα  αυτό. Συχνά, η παρουσίαση του μαθηματικού μοντέλου απευθείας από
τον εκπαιδευτικό καταστρατηγεί την αρχή της ανακάλυψής του από τους μαθητές
και μετατρέπει τη μαθηματική δραστηριότητα των μαθητών σε τετριμμένη. Η
παρουσίαση από τον εκπαιδευτικό του μαθηματικού μοντέλου συχνά μετατρέπει τη
μαθηματική δραστηριότητα των μαθητών σε τετριμμένη. Η συνεργασία των
μαθητών στην τάξη, η συζήτηση τόσο στο πλαίσιο μικρών ομάδων όσο και σε
ολόκληρη την τάξη επιτρέπει στους μαθητές να διατυπώσουν, να επεξηγήσουν και
να τεκμηριώσουν τις σκέψεις τους. επίσης, ο εκπαιδευτικός χρειάζεται να
υποστηρίζει τη νοηματοδότηση των μαθηματικών εννοιών που αναδεικνύονται στη
δραστηριότητα και να μην περιορίζεται στη συνεχή εξάσκηση.
Χειραπτικά εργαλεία
Συχνά, η μαθηματική διερεύνηση γίνεται μέσα από τη χρήση χειραπτικών και
ψηφιακών εργαλείων. Το ΠΣ και ο οδηγός προτείνουν την αξιοποίηση τέτοιων
εργαλείων και δίνουν κάποια παραδείγματα αξιοποίησής τους στη διδασκαλία. Τα
εργαλεία αυτά επιτρέπουν στους μαθητές να πειραματιστούν, να κάνουν εικασίες,
να ανακαλύψουν μαθηματικές έννοιες και ιδιότητες και συχνά να εντοπίσουν
ακόμα και βασικές ιδέες που θα τους οδηγήσουν στην τεκμηρίωση των εικασιών
τους με μαθηματικά εργαλεία. Το πέρασμα από τον εμπειρικό-διαισθητικό τρόπο
σκέψης που επιτρέπουν τα εργαλεία στον τυπικό δεν γίνεται αυτόματα και απαιτεί
οι μαθητές να έχουν την ευκαιρία, μέσα από συζήτηση, να κάνουν αυτές τις
συνδέσεις. Τα χειραπτικά εργαλεία που αξιοποιούνται στο ΠΣ είναι δομημένα (π.χ.
Dienes blocks για τη διδασκαλία του θεσιακού συστήματος), ημι-δομημένα (π.χ. τα
algebra tiles για τις πράξεις των ακεραίων) ή μη δομημένα (π.χ. γεωπίνακες για την
κατασκευή και σύγκριση γεωμετρικών σχημάτων). Ακόμα και η χρήση τους μπορεί
να διαφέρει ως προς τη μαθηματική δράση που υποστηρίζουν. Για παράδειγμα, το
χειραπτικό υλικό μπορεί να είναι ένα μοντέλο αναπαράστασης μιας διαδικασίας
(π.χ. το μοντέλο της ζυγαριάς ή τα algebra tiles), ένα μέσο διερεύνησης μιας σχέσης
(π.χ. τα geostrips για τη διερεύνηση της σχέσης εμβαδόν – περίμετρος) ή ακόμα πιο
παραδοσιακής μορφής εργαλεία (διαβήτης, όργανα μέτρησης) που
χρησιμοποιούνται στη γεωμετρία για σχεδιασμό, κατασκευή, σύγκριση
γεωμετρικών αντικειμένων. Επίσης, η κατάλληλη χρήση του υπολογιστή τσέπης
επιτρέπει τη μαθηματική διερεύνηση και τον πειραματισμό. Τέλος, μια σειρά από
αναπαραστασιακά εργαλεία (π.χ. διάφορες μορφές αριθμογραμμής [κενή, διπλή
κ.λπ.], μήκη, γεωμετρικά σχήματα) μπορούν να βοηθήσουν τους μαθητές να
αποδώσουν νόημα σε έννοιες και διαδικασίες. Το κάθε χειραπτικό και
αναπαραστασιακό υλικό έχει δυνατότητες και περιορισμούς και προσομοιώνει
μαθηματικές έννοιες, ιδιότητες και διαδικασίες. Αυτό είναι πολύ δύσκολο να γίνει
αντιληπτό ακόμα και από μαθητές του Γυμνασίου. Η εναλλαγή χειραπτικών υλικών
για το ίδιο μαθηματικό περιεχόμενο και η συζήτηση πάνω στις ομοιότητες και στις
διαφορές τους μπορούν να βοηθήσουν τους μαθητές να κατανοήσουν τις
διαφοροποιήσεις ανάμεσα στις μαθηματικές οντότητες και στις αναπαραστάσεις
τους. Επίσης, καθημερινά αντικείμενα από το περιβάλλον των μαθητών μπορούν να
δώσουν τη δυνατότητα στους μαθητές να συνδέσουν την άτυπη με την τυπική
γνώση.
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Ψηφιακά  εργαλεία
Η αξιοποίηση των ψηφιακών τεχνολογιών υποστηρίζει την έμφαση που δίνεται στο
ΠΣ στην εμπλοκή των μαθητών σε μαθηματικές δραστηριότητες, διερεύνηση
μαθηματικών ιδεών και επίλυση προβλήματος μέσα από τη χρήση εξειδικευμένων
λογισμικών για μαθηματική διερεύνηση και εργαλείων κοινωνικού λογισμικού για
συλλογική διαπραγμάτευση και συνεργασία.
Τα ψηφιακά εργαλεία που προτείνονται στο ΠΣ χρησιμοποιούνται ως εργαλεία
έκφρασης και οργανώνονται σε πέντε κατηγορίες, ανάλογα με το είδος της
μαθηματικής δραστηριότητας και τον τρόπο χρήσης της υφιστάμενης τεχνολογίας.
Αυτές είναι: η μαθηματική έκφραση μέσω προγραμματισμού, ο δυναμικός
χειρισμός γεωμετρικών αντικειμένων και σχέσεων, η αλγεβρική διερεύνηση με
αντίστοιχα συστήματα, η διερεύνηση και επεξεργασία δεδομένων για στατιστική
και πιθανότητες και ο πειραματισμός με ψηφιακά μοντέλα. Τα εργαλεία αυτά
αξιοποιούνται με συνδυασμό μεικτής και διακριτής παρέμβασης σε δύο επίπεδα:
(α) επιλεκτικά με τη μορφή μικροπειραμάτων που ενσωματώνονται σε
διαφορετικά σημεία της ύλης και μπορεί να συνδέονται είτε με ορισμούς και
μαθηματικές ιδιότητες είτε με δραστηριότητες και ασκήσεις των σχολικών
βιβλίων,
(β) ως βασικό υλικό αναφοράς σε συνθετικές εργασίες για το σχεδιασμό και την
προετοιμασία μαθητικών δραστηριοτήτων, αλλά και για μαθηματική
διερεύνηση.
Τα μικροπειράματα εμπεριέχουν διασυνδεδεμένες αναπαραστάσεις και η βασική
χρήση τους από μαθητές προβλέπει δυναμικό χειρισμό μαθηματικών αντικειμένων
ώστε συμπεριφορές, σχέσεις και ιδιότητες να γίνονται αντικείμενο
προβληματισμού, διερεύνησης και διαπραγμάτευσης (τι μένει σταθερό και τι
αλλάζει, καθώς μετεξελίσσονται τα μαθηματικά αντικείμενα). Για παράδειγμα, με
αφετηρία μια δραστηριότητα – άσκηση του σχολικού βιβλίου, ένα μικροπείραμα
μπορεί να στοχεύει στην επεξήγηση μιας έννοιας ή στην απαραίτητη εμβάθυνση για
την κατανόησή της από τους μαθητές. Έτσι, το κάθε μικροπείραμα μπορεί να
καλύπτει μια έννοια στενά ή σε ένα ευρύτερο εννοιολογικό πεδίο όπου εμπλέκονται
συνδεδεμένες μαθηματικές έννοιες. Για παράδειγμα, σε μια δραστηριότητα
κατασκευής της περιμέτρου ενός τριγώνου με ένα εργαλείο δυναμικής γεωμετρίας
(μέσω τομής κύκλων) περιλαμβάνονται στοιχεία που αφορούν τον τρόπο
κατασκευής ισοσκελούς και ισοπλεύρου τριγώνου, αλλά και αναγκαίες συνδέσεις
με γνώσεις που έχουν οι μαθητές για τις ιδιότητες του κύκλου. Τα μικροπειράματα
σε κάποιες περιπτώσεις βασίζονται στη χρήση έτοιμων εφαρμογών (applets) από
έγκυρες ιστοσελίδες. Αυτό συμβαίνει κυρίως στους κύκλους Α και Β όπου η
πλαισίωση των μαθηματικών εννοιών με μοντέλα και καταστάσεις απαιτεί μεγάλη
ποικιλία αναπαραστάσεων και σχέσεων. Με αυτό τον τρόπο επιδιώκεται η ενίσχυση
των ευκαιριών μάθησης των αντίστοιχων μαθηματικών εννοιών από τους μαθητές.
Τα μικρο-πειράματα λοιπόν προορίζονται για χειρισμό από το μαθητή
(εξατομικευμένα ή σε συνεργασία σε ομάδα) με δια ζώσης διδακτική υποστήριξη
από τον εκπαιδευτικό, ενώ μπορεί να χρησιμοποιηθούν κατά την παραδοσιακή
μετωπική διδασκαλία με χρήση διαδραστικού πίνακα ως μέσα επεξήγησης εννοιών,
αλλά και ως μέσα για σχεδιασμό μιας διευρυμένης μαθηματικής διερεύνησης
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ενώπιον  όλης της τάξης. Τα μικροπειράματα είναι σχεδιασμένα ώστε οι όποιες
απαντήσεις των μαθητών να αφήνουν πεδίο παρέμβασης στον εκπαιδευτικό και
αφορμές για διενέργεια συζήτησης στην ολομέλεια της τάξης (π.χ. μέθοδος
επίλυσης ενός προβλήματος ή εύρεσης μιας απάντησης, γενίκευση της λύσης,
ερμηνεία αποτελεσμάτων και συμπεριφορών μαθηματικών αντικειμένων).
Συνθετικές εργασίες
Στο Πρόγραμμα Σπουδών προτείνεται η διαχείριση 10 ωρών διδασκαλίας από τον
προβλεπόμενο ανά σχολικό έτος χρόνο για να εργαστούν οι μαθητές σε συνθετικές
εργασίες. Η συνθετική εργασία δίνει τη δυνατότητα στους μαθητές να ασχοληθούν
με μια πιο εκτεταμένη δραστηριότητα που συνδέεται με άλλα μαθησιακά διδακτικά
αντικείμενα, καθώς και με καταστάσεις της πραγματικής ζωής. Στην περίπτωση των
συνθετικών εργασιών με αξιοποίηση των ψηφιακών εργαλείων η έμφαση δίνεται
στη δυνατότητα που παρέχουν στους μαθητές να εμπλακούν βαθύτερα σε
μαθηματικές δραστηριότητες, να κατασκευάσουν και να επεξεργαστούν ψηφιακά
μαθηματικά αντικείμενα, συμπεριφορές και σχέσεις μέσα από το χειρισμό
αλληλοσυνδεόμενων αναπαραστάσεων για ένα σύνολο διδακτικών ωρών. Στο
επίκεντρο κάθε συνθετικής εργασίας βρίσκεται η συνεργασία μεταξύ των μαθητών
(συχνά σε ομάδες) για τη διερεύνηση ενός θέματος ή για τη λύση ενός
προβλήματος στο οποίο εμπλέκονται τα μαθηματικά και αναδεικνύονται ως
εργαλείο που ευνοεί τη διερεύνηση καθαυτή, τη διαπραγμάτευση και την ερμηνεία.
Έτσι, ο εκπαιδευτικός έχει τη δυνατότητα να σχεδιάσει διερευνήσεις που
αναδεικνύουν συνδέσεις εντός των μαθηματικών (π.χ. διερεύνηση με άξονα ένα
μαθηματικό θέμα) ή εκτός των μαθηματικών (π.χ. μαθηματικά και πολιτισμός,
μαθηματικά στο πλαίσιο πραγματικών καταστάσεων). Σε κάθε περίπτωση, οι
προτεινόμενες συνθετικές εργασίες δεν προτείνεται να ειδωθούν ως αντικείμενα
υλικού προς επεξήγηση στους μαθητές, αλλά να λειτουργήσουν ως γεννήτορες
ιδεών για τη δημιουργική εμπλοκή των ίδιων των εκπαιδευτικών στο σχεδιασμό
νέων εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων προς διερεύνηση μιας ποικιλίας μαθηματικών
εννοιών του ΠΣ από τους μαθητές. Μέρος ή το σύνολο των συνθετικών εργασιών
που βασίζονται στη χρήση ψηφιακών εργαλείων προτείνεται να εφαρμοστούν στο
εργαστήριο υπολογιστών του σχολείου.
Μαθηματικό Περιεχόμενο: Τροχιές Μάθησης και Διδασκαλίας
Όπως έχουμε παρουσιάσει στο ΠΣ η ανάπτυξη του περιεχομένου έγινε με βάση την
έννοια της «τροχιάς μάθησης και διδασκαλίας» εστιάζοντας σε μια εξελικτική
πορεία μάθησης και ανάπτυξης των μαθηματικών νοημάτων κατά τη διάρκεια της
υποχρεωτικής εκπαίδευσης. Όταν οι εκπαιδευτικοί κατανοούν αυτήν την πορεία και
τους βασικούς σταθμούς της και οργανώνουν τη δραστηριοποίηση των παιδιών με
αναφορά σε αυτήν, μπορούν να δημιουργήσουν περιβάλλοντα μάθησης που να
στηρίξουν αποτελεσματικά την επιτυχή μαθητεία του μαθητή στα μαθηματικά
(Clements & Sarama, 2009)1
. Σε αυτήν την κατεύθυνση είναι εξαιρετικά σημαντική η
έννοια της τροχιάς μάθησης και διδασκαλίας, η οποία υποδεικνύει τους εκάστοτε
1
Clements, D. H. & Sarama, J. (2009). Learning and teaching early math: the learning trajectory
approach. New York & London: Routledge.
 


	12. Γενικό Μέρος 8
στόχους  μάθησης, την αφετηρία εκκίνησης, πώς και πού μετακινείσαι κάθε φορά
και πώς επιτυγχάνεις, τελικά, το στόχο μάθησης που είχε αρχικά τεθεί.
Μια Τροχιά Μάθησης και Διδασκαλίας (ΤΜΔ) αποτυπώνει μια συνολική θέαση της
μαθησιακής εμπειρίας των μαθητών σε μια συγκεκριμένη θεματική του
Προγράμματος Σπουδών των μαθηματικών και στοχεύει στη διαφάνεια και στην
προσβασιμότητα στην αντίστοιχη εκπαιδευτική τους πορεία.
Οι βασικές θεματικές περιοχές όπου αναπτύσσονται τα περιεχόμενα και τα
προσδοκώμενα μαθησιακά αποτελέσματα είναι: Αριθμοί – Άλγεβρα, Χώρος –
Γεωμετρία – Μετρήσεις και Στοχαστικά Μαθηματικά. Οι περιοχές αυτές
εμφανίζονται σε όλους τους ηλικιακούς κύκλους αναδεικνύοντας, στις μικρότερες
τάξεις, άτυπους και διαισθητικούς τρόπους σκέψης, οι οποίοι γίνονται περισσότερο
τυπικοί προς το τέλος της υποχρεωτικής εκπαίδευσης. Τα προσδοκώμενα
μαθησιακά αποτελέσματα που περιγράφονται για την κάθε τάξη θα ήταν ιδανικό να
επιτευχθούν από όλους τους μαθητές. όμως, στην πραγματικότητα, ο βαθμός
επίτευξης του κάθε μαθησιακού αποτελέσματος θα διαφέρει για τον κάθε μαθητή.
Η γνώση από τον εκπαιδευτικό των διαφόρων επιπέδων ανάπτυξης θα τον
βοηθήσει στη διαμόρφωση κατάλληλων παρεμβάσεων με στόχο την περαιτέρω
ανάπτυξη όλων των μαθητών. Στη συνέχεια, περιγράφονται σύντομα τα βασικά
χαρακτηριστικά των τροχιών μάθησης για την κάθε βασική θεματική περιοχή και για
κάθε ηλικιακό κύκλο (Α’ κύκλος –νηπιαγωγείο, Α΄ και Β΄ δημοτικού, Β΄ κύκλος - Γ΄,
Δ΄, Ε΄ και ΣΤ΄ Δημοτικού, Γ΄ κύκλος – Γυμνάσιο) και δίνονται κάποια παραδείγματα
ανάπτυξης κατά τη διάρκεια της υποχρεωτικής εκπαίδευσης.
Αριθμοί – Άλγεβρα
Περιγράφονται παρακάτω οι τροχιές για τη θεματική «αριθμός» και για τη θεματική
«άλγεβρα». Επιπλέον, στο τέλος της σχετικής περιγραφής, δίνεται ένα παράδειγμα
ανάπτυξης μιας τροχιάς για καθεμία από τις δύο θεματικές.
Αριθμός
Η θεματική «αριθμός» αναπτύσσεται σε έξι τροχιές - φυσικός αριθμός, κλασματικός
αριθμός, δεκαδικός αριθμός/ ποσοστά, ακέραιος αριθμός, ρητός αριθμός, άρρητος/
πραγματικός αριθμός-, οι οποίες παρουσιάζονται, στη συνέχεια, με τη
συγκεκριμένη σειρά.
Σε καθεμία από τις τροχιές της συγκεκριμένης θεματικής μπορεί κανείς να διακρίνει
δύο υπο-τροχιές. Η πρώτη αφορά σε μάθηση που συνδέεται με την έννοια του
εκάστοτε αριθμού και του αντίστοιχου συνόλου αριθμών, ενώ η δεύτερη
αναφέρεται σε μάθηση που σχετίζεται με τις πράξεις στο αντίστοιχο σύνολο. Θα
πρέπει να επισημανθεί ότι οι υπο-τροχιές κάθε τροχιάς, οι υπο-τροχιές
διαφορετικών τροχιών, αλλά και οι διαφορετικές τροχιές συσχετίζονται,
διασταυρώνονται και συχνά ενοποιούνται, δράση που δεν είναι πάντοτε εύκολο να
ανιχνευτεί και να περιγραφεί με σαφήνεια.
Παρακάτω, για κάθε τροχιά της θεματικής «αριθμός», περιγράφονται οι δύο υπο-
τροχιές και, ειδικότερα, οι σημαντικοί σταθμοί, τα ορόσημά τους. Επιπλέον,
υποδεικνύεται η εξέλιξη των δύο υπο-τροχιών στους τρεις ηλικιακούς κύκλους. Στο
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τέλος  της ενότητας παρατίθεται ως παράδειγμα η σχηματική ανάπτυξη μιας υπο-
τροχιάς για την έννοια του κλάσματος και το σύνολο των κλασματικών αριθμών.
α. Τροχιά «φυσικός αριθμός»
Υπο-τροχιές Σημαντικοί σταθμοί – ορόσημα στην πορεία ανάπτυξης
Φυσικός
αριθμός & το
σύνολο των
φυσικών
αριθμών
• Αναγνώριση φυσικών αριθμών σε μια ποικιλία από πλαίσια
και με τη χρήση διάφορων στρατηγικών.
• Αναπαράσταση φυσικών αριθμών (με φυσικά αντικείμενα, με
εικόνες, λεκτικά, ως σημεία στην ευθεία, με ψηφία/
σύμβολα).
• Αρίθμηση και απαρίθμηση και αναπαράσταση των σχετικών
διαδικασιών με διαφορετικούς τρόπους.
• Σύγκριση και διάταξη φυσικών αριθμών.
• Ανάλυση και σύνθεση φυσικών αριθμών με διαφορετικούς
τρόπους (αξία θέσης ψηφίου).
• Διάκριση φυσικών από άλλους αριθμούς.
Πράξεις
στους
φυσικούς
αριθμούς
• Αναγνώριση και των τεσσάρων πράξεων σε διαφορετικά
πλαίσια και με διαφορετικούς τρόπους/ στρατηγικές (νοερά,
προφορικά και γραπτά).
• Εκτέλεση των τεσσάρων πράξεων σε διαφορετικά πλαίσια και
με διαφορετικούς τρόπους/ στρατηγικές (νοερά, προφορικά
και γραπτά).
• Αναγνώριση των ιδιοτήτων των τεσσάρων πράξεων και της
σχέσης μεταξύ τους.
• Αξιοποίηση των τεσσάρων πράξεων και των ιδιοτήτων τους
για την επίλυση προβλημάτων.
• Επικοινωνία των στρατηγικών επίλυσης προβλημάτων.
• Ανάπτυξη μεθόδων αξιολόγησης των αποτελεσμάτων των
πράξεων.
Αναφορικά με την εξέλιξη των δύο υπο-τροχιών ανά ηλικιακό κύκλο, ισχύουν οι
ακόλουθες παρατηρήσεις:
Α΄ κύκλος: Οι μαθητές εργάζονται στην πρώτη χιλιάδα και σε μια ποικιλία από
πλαίσια. Αναφορικά με τον αριθμό και το σύνολο των φυσικών αριθμών, η εργασία
στην τάξη εστιάζεται στην αναγνώριση (άμεση και μέσω αντιστοίχισης), στην
ανάγνωση (προφορική και γραπτή) και στην αναπαράσταση φυσικών αριθμών (με
φυσικά υλικά, εικόνες, λέξεις, σύμβολα και στην ευθεία). Επιπλέον, παρέχονται
ευκαιρίες στους μαθητές να αποκτήσουν εμπειρίες και ευχέρεια στη σύνθεση και
στην ανάλυση φυσικών αριθμών, αλλά και στη σύγκριση και στη διάταξή τους.
Τέλος, να αναπτύξουν δεξιότητες και ικανότητες αρίθμησης και απαρίθμησης.
Σχετικά με τις πράξεις στους φυσικούς αριθμούς, η έμφαση βρίσκεται στην
κατανόηση των τεσσάρων πράξεων και στην αναγνώριση, αναπαράσταση και
εφαρμογή τους σε μια ποικιλία από καταστάσεις. Επιπλέον, οι μαθητές εμπλέκονται
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σε  καταστάσεις εκτίμησης και υπολογισμού του αποτελέσματος αριθμητικών
παραστάσεων πρόσθεσης και αφαίρεσης. Ακόμη, ενθαρρύνονται να αναπτύσσουν
και να αξιοποιούν στρατηγικές νοερών υπολογισμών, άτυπες και τυπικές
διαδικασίες εκτέλεσης των τεσσάρων πράξεων (πολλαπλασιαστής έως διψήφιος και
διαιρέτης μονοψήφιος) και να διερευνούν τη σχέση μεταξύ των τεσσάρων πράξεων.
Τέλος, παρέχονται ευκαιρίες στους μαθητές να αναπτύσσουν στρατηγικές επίλυσης
προβλημάτων (έως δύο πράξεων), να τις τεκμηριώνουν και να ελέγχουν τη
‘λογικότητα’ της λύσης.
Β΄ κύκλος: Η μαθησιακή δράση του πρώτου κύκλου επεκτείνεται, πλέον, στους
φυσικούς αριθμούς μέχρι το 1 τρις. Οι σχετικές δραστηριότητες στοχεύουν στη
συστηματοποίηση της αντίστοιχης σκέψης των μαθητών, ώστε να οδηγηθούν
προοδευτικά στην κατανόηση των δομικών και των λειτουργικών χαρακτηριστικών
του συνόλου των φυσικών αριθμών. Σε αυτήν την κατεύθυνση, προσφέρονται
στους μαθητές κάποιες επιπλέον μαθησιακές εμπειρίες, όπως η έννοια της θετικής
δύναμης φυσικών αριθμών, η παρένθεση στις αριθμητικές παραστάσεις και η
χρήση της αριθμομηχανής για τη διευκόλυνση της ουσιαστικής μαθηματικής
σκέψης (συνήθως μετά τη Γ΄ τάξη). Ακόμη, καλούνται οι μαθητές να θέτουν και να
διερευνούν ερωτήματα σχετικά με τις ιδιότητες των φυσικών αριθμών (αναγνώριση
της Ευκλείδειας διαίρεσης και των κριτηρίων διαιρετότητας), αλλά και τη σχέση των
φυσικών με τους άλλους αριθμούς.
Γ΄ κύκλος: Η μάθηση και η διδασκαλία που αφορά στους φυσικούς αριθμούς σε
αυτόν τον κύκλο επικεντρώνεται, πλέον, στη μελέτη από τους μαθητές των
χαρακτηριστικών του συνόλου των φυσικών αριθμών και στη σχέση του με τα άλλα
σύνολα αριθμών
β. Τροχιά «κλασματικός αριθμός»
Υπο-τροχιές Σημαντικοί σταθμοί – ορόσημα ανάπτυξης
Κλασματικός
αριθμός & το σύνολο
των κλασματικών
αριθμών
• Χωρισμός διακριτών και συνεχών ποσοτήτων σε ίσα μέρη,
διερεύνηση και περιγραφή της μεταξύ τους σχέσης.
• Αναγνώριση, αναπαράσταση και διαφορετικές ερμηνείες
της σχέσης μέρους/ όλου.
• Αναγνώριση, διερεύνηση, αναπαράσταση και κατασκευή
ισοδύναμων κλασμάτων.
• Σύγκριση κλασματικών αριθμών.
• Διερεύνηση της σχέσης κλασματικών και φυσικών
αριθμών.
Πράξεις
στους
κλασματικούς
αριθμούς
• Αναγνώριση, αναπαράσταση και εκτέλεση των τεσσάρων
πράξεων με ομώνυμα και ετερώνυμα κλάσματα σε
διαφορετικά πλαίσια και με διαφορετικούς τρόπους.
• Αναγνώριση και διερεύνηση των ιδιοτήτων των τεσσάρων
πράξεων με κλάσματα.
• Αναγνώριση, αναπαράσταση και εκτέλεση πράξεων με
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κλάσματα  και φυσικούς αριθμούς.
• Αξιοποίηση των πράξεων και των ιδιοτήτων τους για την
επίλυση προβλημάτων.
• Επικοινωνία σχετικά με τις στρατηγικές επίλυσης.
• Ανάπτυξη μεθόδων/ στρατηγικών αξιολόγησης των
αποτελεσμάτων των πράξεων με κλάσματα.
Η εξέλιξη των δύο υπο-τροχιών ανά κύκλο έχει ως εξής:
Α΄ κύκλος: Οι μαθητές εμπλέκονται σε δραστηριότητες σύγκρισης εμπράγματων
ποσοτήτων, διακριτών και συνεχών, βρίσκουν τη σχέση μεγέθους τους και την
περιγράφουν λεκτικά. Ακόμη, εισάγονται στη συμβολική γραφή απλών κλασμάτων
(π.χ., ½, 1/3, 2/3, ¼, 2/4…).
Β΄ κύκλος: Οι δραστηριότητες του πρώτου κύκλου επαναλαμβάνονται, αλλά
περιλαμβάνουν, πλέον, και εικονικές και συμβολικές ποσότητες, ενώ στα ανάγωγα
κλάσματα προστίθενται, προοδευτικά, καταχρηστικά και μικτά. Επιπλέον, δίνεται η
ευκαιρία στους μαθητές να αναπαραστήσουν την ίδια σχέση μεγεθών με
διαφορετικές κλασματικές αναπαραστάσεις, να βρουν ένα κλάσμα ανάμεσα σε δύο
ανάγωγα (π.χ., μεταξύ 2/3 και ¾) και να συγκρίνουν κλάσματα με διαφορετικούς
τρόπους. Για τη σύγκριση και τη διάταξη κλασμάτων, ακολούθως, οι μαθητές
εισάγονται στη διαδικασία μετατροπής τους σε ομώνυμα (κατασκευή ισοδύναμων
κλασμάτων) με τη χρήση του ΕΚΠ. Τέλος, εισάγονται στην έννοια του κλάσματος ως
αριθμού, αλλά και στην έννοια του λόγου.
Αναφορικά με τις πράξεις με κλασματικούς αριθμούς, αρχικά, οι μαθητές
προσθέτουν και αφαιρούν ομώνυμα, απλά ετερώνυμα, οποιαδήποτε ανάγωγα και
καταχρηστικά κλάσματα, με αυτήν τη σειρά. Ακολούθως, ασχολούνται με τον
πολλαπλασιασμό και συνεχίζουν με τη διαίρεση (αρχικά, μεταξύ φυσικών και
κλασματικών αριθμών και, στη συνέχεια, μεταξύ κλασματικών αριθμών). Και για τις
τέσσερις πράξεις, αξιοποιούνται και ενθαρρύνονται διάφορες μέθοδοι/ στρατηγικές
εκτέλεσης, ενώ προοδευτικά εισάγεται ο καθιερωμένος αλγόριθμος. Ακόμη, οι
μαθητές διερευνούν την ισχύ των ιδιοτήτων των τεσσάρων πράξεων με φυσικούς
και στην περίπτωση των κλασματικών αριθμών. Τέλος, εισάγονται στα ποσοστά,
μετατρέπουν κλασματικούς αριθμούς σε ποσοστά και τα χρησιμοποιούν στη
μοντελοποίηση καταστάσεων και στην επίλυση προβλημάτων.
Γ΄ κύκλος: Δεν υπάρχει εργασία αποκλειστικά εστιασμένη σε κλασματικούς
αριθμούς.
γ. Τροχιά «δεκαδικός αριθμός»
Υπο-τροχιές Σημαντικοί σταθμοί – ορόσημα ανάπτυξης
Δεκαδικός
αριθμός και το
σύνολο των
δεκαδικών
αριθμών
• Αναγνώριση δεκαδικών αριθμών σε μια ποικιλία από
καθημερινά και άλλα πλαίσια.
• Μετατροπή δεκαδικών αριθμών σε κλάσματα και ποσοστά
και αντιστρόφως.
• Αναγνώριση και αξιοποίηση της αξίας της έννοιας του
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ποσοστού  στην αντιμετώπιση καθημερινών καταστάσεων.
• Στρογγυλοποίηση δεκαδικών αριθμών.
Πράξεις με
δεκαδικούς
αριθμούς
• Αναγνώριση, αναπαράσταση και εκτέλεση των τεσσάρων
πράξεων με δεκαδικούς αριθμούς.
• Έλεγχος της ‘λογικότητας’ του αποτελέσματος των πράξεων
με δεκαδικούς, με τη χρήση εκτιμήσεων.
• Αξιοποίηση των δεκαδικών αριθμών, των ποσοστών, των
σχετικών πράξεων και των ιδιοτήτων τους για την επίλυση
προβλημάτων.
• Ανάπτυξη μεθόδων αξιολόγησης του αποτελέσματος των
πράξεων με δεκαδικούς αριθμούς.
Οι τροχιά μάθησης για τους δεκαδικούς αριθμούς αναπτύσσεται ως ακολούθως σε
κάθε κύκλο:
Α΄ κύκλος: Οι μαθητές, μέσω πρακτικών δραστηριοτήτων, εισάγονται στη γραφή και
στην ανάγνωση δεκαδικών αριθμών, καθώς και στην (κυρίως προσεγγιστική)
τοποθέτησή τους στην αριθμογραμμή.
Β΄ κύκλος: Αναφορικά με την έννοια του δεκαδικού αριθμού και το αντίστοιχο
σύνολο, οι μαθητές μελετούν τα δεκαδικά κλάσματα ως ειδική περίπτωση
κλασμάτων (αρχικά με παρονομαστή το 10 και το 100 και αργότερα οποιαδήποτε
θετική δύναμη του 10), εισάγονται στο δεκαδικό συμβολισμό και αναγνωρίζουν ότι
κάθε δεκαδικός αριθμός με πεπερασμένο δεκαδικό μέρος είναι ένα κλάσμα.
Επιπλέον, διατάσσουν δεκαδικούς αριθμούς και τους τοποθετούν στην
αριθμογραμμή. Τέλος, στρογγυλοποιούν έναν αριθμό με ένα ή δύο δεκαδικά ψηφία
στον πλησιέστερο ακέραιο ή στην πλησιέστερη δεκάδα.
Σε ότι αφορά στις πράξεις με δεκαδικούς αριθμούς, παρέχονται ευκαιρίες στους
μαθητές να προσθέτουν και να αφαιρούν δεκαδικούς αριθμούς, νοερώς μέχρι και
δύο δεκαδικά ψηφία και γραπτώς με ένα, δύο και περισσότερα δεκαδικά ψηφία, με
αυτήν τη σειρά. Αναφορικά με τον πολλαπλασιασμό και τη διαίρεση, στις πρώτες
σχετικές εμπειρίες των μαθητών, πολλαπλασιαστής και διαιρέτης είναι μονοψήφιοι
φυσικοί, ενώ, στη συνέχεια, είναι δεκαδικοί με ένα δεκαδικό ψηφίο, με δύο
δεκαδικά ψηφία, κ.ο.κ. Και για τις τέσσερις πράξεις, ενθαρρύνονται και
αξιοποιούνται διάφορες μέθοδοι/ στρατηγικές εκτέλεσης, ενώ προοδευτικά
εισάγεται ο καθιερωμένος αλγόριθμος. Ακόμη, οι μαθητές καλούνται να
χρησιμοποιούν προσεγγιστικές και άλλες στρατηγικές, για να ελέγχουν αν το
αποτέλεσμα των πράξεων είναι λογικό, καθώς και την αριθμομηχανή για να
επιτρέψουν στη σκέψη να ασχοληθεί περισσότερο με τα μη υπολογιστικά
«συστατικά» της μαθηματικής γνώσης.
Γ΄ κύκλος: Δεν υπάρχει εργασία εστιασμένη αποκλειστικά στους δεκαδικούς
αριθμούς.
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δ.  Τροχιά «ακέραιος αριθμός»
Υπο-τροχιές Σημαντικοί σταθμοί – ορόσημα ανάπτυξης
Ακέραιος
αριθμός και το
σύνολο των
ακέραιων
αριθμών
• Διαισθητική αντίληψη των ακέραιων αριθμών μέσω μιας
ποικιλίας από καθημερινές καταστάσεις.
• Αναγνώριση και αναπαράσταση ακέραιων αριθμών σε
διαφορετικά πλαίσια.
• Σύγκριση και διάταξη ακέραιων αριθμών με τη χρήση της
αριθμογραμμής.
• Αναγνώριση και αξιοποίηση της ιδιότητας των αντίθετων
ακεραίων.
Πράξεις
με
ακέραιους
αριθμούς
• Αναγνώριση, αναπαράσταση και εκτέλεση των τεσσάρων
πράξεων με ακέραιους αριθμούς, με τη χρήση κατάλληλων
μοντέλων.
• Αναγνώριση και διερεύνηση των ιδιοτήτων των τεσσάρων
πράξεων με ακέραιους αριθμούς.
• Αξιοποίηση των ακέραιων αριθμών, των πράξεων στο
αντίστοιχο σύνολο και των ιδιοτήτων τους για την επίλυση
μαθηματικών και καθημερινών προβλημάτων
(μοντελοποίηση).
Τα ορόσημα της ανάπτυξης των υπο-τροχιών στους τρεις ηλικιακούς κύκλους της
υποχρεωτικής εκπαίδευσης έχουν ως εξής:
Α΄ κύκλος: Δεν προβλέπεται εργασία σχετική με τους ακέραιους αριθμούς.
Β΄ κύκλος: Στο συγκεκριμένο κύκλο επιχειρείται μια πρώτη αισθητοποίηση της
έννοιας των ακεραίων αριθμών από τους μαθητές. Ειδικότερα, οι μαθητές
καλούνται να αντιληφθούν διαισθητικά τη σχετική έννοια, μέσα από καθημερινές
καταστάσεις, να συνειδητοποιήσουν την ανάγκη επέκτασης της αριθμογραμμής, να
διατάξουν ακέραιους αριθμούς με πλαίσιο αναφοράς την αριθμογραμμή και να
διερευνήσουν διαισθητικά απλές προσθέσεις και αφαιρέσεις με ακέραιους
αριθμούς.
Γ΄ κύκλος: Πρόκειται για την περίοδο της πλήρους ανάπτυξης της σχετικής έννοιας.
Οι μαθητές αναγνωρίζουν και αναπαριστούν ακέραιους σε διαφορετικά πλαίσια,
διερευνούν τη σχέση διάταξης στο σύνολο των ακεραίων (κάθε ακέραιος έχει
επόμενο) και τη σχέση του συνόλου των ακεραίων με το σύνολο των φυσικών
αριθμών και, τέλος, αναγνωρίζουν την απόλυτη τιμή ακεραίων αριθμών ως την
απόστασή τους από το 0.
Αναφορικά με τις πράξεις, οι μαθητές αναπτύσσουν κατανόηση των εννοιών των
τεσσάρων πράξεων με ακεραίους αριθμούς και των ιδιοτήτων τους. Επιπλέον,
αναγνωρίζουν, αναπαριστούν και εκτελούν τις τέσσερις πράξεις και αξιοποιούν τη
γνώση τους για αυτές ώστε να διαχειριστούν μαθηματικά προβλήματα (π.χ.,
αριθμητικός λογισμός παραστάσεων), αλλά και καθημερινές καταστάσεις (π.χ.,
μοντελοποίηση).
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στ.  Τροχιά «ρητός αριθμός»
Υπο-τροχιές Σημαντικοί σταθμοί – ορόσημα ανάπτυξης
Ρητός αριθμός
και το σύνολο
των ρητών
αριθμών
• Αναγνώριση της έννοιας του ρητού αριθμού και, ειδικότερα,
της σχέσης του με τους υπόλοιπους αριθμούς.
• Σύγκριση και διάταξη ρητών αριθμών και διερεύνηση της
ιδιότητας της ‘πυκνότητας’, με τη χρήση της ευθείας των
αριθμών.
Πράξεις
με
ρητούς
αριθμούς
• Διερεύνηση της επέκτασης της ισχύος όσων είναι γνωστά για
τους αριθμούς (φυσικούς, κλασματικούς και ακεραίους) και
για τις πράξεις τους στους ρητούς αριθμούς.
Η συγκεκριμένη τροχιά εμφανίζεται στο Γυμνάσιο (τρίτος ηλικιακός κύκλος). Όμως,
οι εμπειρίες των μαθητών με τα διάφορα σύνολα αριθμών κατά τους
προηγούμενους δύο κύκλους αναμένεται να έχουν συμβάλει στη συγκρότηση ενός
επαρκούς γνωστικού κεφαλαίου και μιας μαθηματικής υποδομής με σαφή
επιστημολογικά χαρακτηριστικά που αφορούν σε αριθμούς (έννοια, ιδιότητες,
χαρακτηριστικά του αντίστοιχου συνόλου και πράξεις σε αυτό), που επιτρέπουν την
επέκταση της αντίστοιχης μαθηματικής σκέψης, ενδεχομένως με κατάλληλους
μετασχηματισμούς, στο διευρυμένο σύνολο των ρητών αριθμών.
Ειδικότερα, στο πλαίσιο της συγκεκριμένης τροχιάς, οι μαθητές καλούνται να
αναγνωρίσουν, αρχικά, το κλάσμα ως αναπαράσταση του αποτελέσματος της
διαίρεσης δύο φυσικών αριθμών και τα ισοδύναμα κλάσματα ως διαφορετικές
αναπαραστάσεις του ίδιου αποτελέσματος. Στη συνέχεια, ορίζουν το σύνολο των
ρητών (μετά τον ορισμό των ακεραίων), συγκρίνουν και διατάσσουν ρητούς
αριθμούς και ορίζουν τη θέση τους στην αριθμογραμμή, διακρίνουν και διερευνούν
τις έννοιες του λόγου και των αναλογιών και τις αξιοποιούν στη μοντελοποίηση
καταστάσεων. Τέλος, αναγνωρίζουν, διερευνούν και χρησιμοποιούν τις ιδιότητες
των πράξεων με ρητούς αριθμούς (αντιμεταθετική, προσεταιριστική, επιμεριστική,
ο ρόλος του 1, ο ρόλος του 0).
ζ. Τροχιά «άρρητος και πραγματικός αριθμός»
Υπο-τροχιές Σημαντικοί σταθμοί – ορόσημα ανάπτυξης
Άρρητος και
πραγματικός
αριθμός - το σύνολο
των άρρητων και των
πραγματικών
αριθμών
• Αναγνώριση της έννοιας της τετραγωνικής ρίζας θετικού
αριθμού και αξιοποίησή της στην επίλυση προβλημάτων.
• Διάκριση των άρρητων από τους ρητούς και αναγνώριση
της σχέσης τους με τους υπόλοιπους αριθμούς.
• Ορισμός των πραγματικών αριθμών, αναπαράστασή τους
στην ευθεία, σύγκριση και διάταξή τους.
Πράξεις με
άρρητους και
πραγματικούς
αριθμούς
• Διερεύνηση της επέκτασης της ισχύος όσων είναι γνωστά
για τους αριθμούς και τις πράξεις τους στους
πραγματικούς αριθμούς, με έμφαση στην ιδιότητα της
πυκνότητας των πραγματικών αριθμών.
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Και  η τροχιά αυτή αναπτύσσεται αποκλειστικά στον τρίτο κύκλο, ωστόσο, τα βασικά
επιστημολογικά χαρακτηριστικά της αντίστοιχης μαθηματικής γνώσης, αλλά και η
αναγκαία γνωστική υποδομή αναμένεται να έχουν θεμελιωθεί, προοδευτικά, κατά
τους προηγούμενους δύο κύκλους. Ένα πρόσθετο σημαντικό στοιχείο σε αυτήν την
περίπτωση είναι ότι, πλέον, με τον ορισμό των πραγματικών αριθμών όχι μόνο
προσφέρεται στους μαθητές μια ενιαία και ολιστική θέαση της έννοιας του
αριθμού, αλλά, επιπλέον, δίνεται η αίσθηση της ολοκλήρωσης μιας κατασκευής
που, αναπόφευκτα, αναδεικνύει θεμελιώδη επιστημολογικά ερωτήματα για τα
μαθηματικά, όπως αυτά της πληρότητας και της κλειστότητας ενός συνόλου, τα
οποία μπορούν να διευκολύνουν σημαντικά την περαιτέρω ανάπτυξη της σχετικής
μαθηματικής γνώσης και σκέψης.
Σε ότι αφορά την ανάπτυξη της συγκεκριμένης τροχιάς στο Γυμνάσιο, οι μαθητές
ενθαρρύνονται να αναγνωρίσουν, μέσα από προβλήματα, την αναγκαιότητα χρήσης
των τετραγωνικών ριζών θετικών αριθμών και να υπολογίζουν τετραγωνικές ρίζες
με δοκιμές και με τη χρήση αριθμομηχανής. Επιπλέον, αναγνωρίζουν τους
άρρητους αριθμούς ως αριθμούς που δεν μπορούν να γραφούν ως κλάσμα
ακεραίων και ως αριθμούς με άπειρο, μη περιοδικό δεκαδικό μέρος (δεκαδική
αναπαράσταση ρητών και άρρητων αριθμών). Ακόμη, παριστάνουν γεωμετρικά και
τοποθετούν στην ευθεία αριθμούς της μορφής α . Ακολούθως, ορίζουν το σύνολο
των πραγματικών αριθμών και διερευνούν τη σχέση του με τα σύνολα των φυσικών,
των ακεραίων και των ρητών, συγκρίνουν και διατάσσουν πραγματικούς αριθμούς,
χρησιμοποιώντας την ευθεία των αριθμών και επεκτείνουν τις πράξεις των ρητών
στους πραγματικούς. Τέλος, αναγνωρίζουν τη μη επέκταση της "ιδιότητας του
επόμενου" στους πραγματικούς αριθμούς και διερευνούν την ιδιότητα της
πυκνότητας σε αυτούς.
Τα σχεδιαγράμματα που ακολουθούν αποτελούν μια απόπειρα σχηματικής
αποτύπωσης της ανάπτυξης μιας υπο-τροχιάς για την «έννοια του κλάσματος και το
σύνολο των κλασματικών αριθμών» στην υποχρεωτική εκπαίδευση (Α΄ και Β΄
κύκλος).
 


	20. Γενικό Μέρος 16
Α΄  κύκλος
Β΄ κύκλος
Σχεδιάγραμμα 1. Σχηματική αναπαράσταση της ανάπτυξης της υπο-τροχιάς «η
έννοια του κλάσματος και το σύνολο των κλασματικών αριθμών» στους Α΄ και Β΄
κύκλους (η τροχιά εμφανίζεται διαιρημένη σε δυο μέρη για πρακτικούς λόγους)
Άλγεβρα
Η θεματική «άλγεβρα» περιλαμβάνει τρεις τροχιές: ισότητες & ανισότητες,
αλγεβρικές παραστάσεις και μοτίβα/ κανονικότητες & συναρτήσεις, οι οποίες
παρουσιάζονται, στη συνέχεια, με αυτήν τη σειρά. Και εδώ οι διαφορετικές τροχιές
συσχετίζονται, διασταυρώνονται και συχνά ενοποιούνται, χωρίς αυτό να είναι
πάντοτε εύκολο να ανιχνευτεί και να περιγραφεί με σαφήνεια και ακρίβεια.
Παρακάτω, για κάθε τροχιά της θεματικής «άλγεβρα» περιγράφονται οι
ενδεχόμενες υπο-τροχιές και οι σημαντικοί σταθμοί, τα ορόσημά τους. Επιπλέον,
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περιγράφεται  αδρομερώς η εξέλιξη της τροχιάς σε καθέναν από τους τρεις
ηλικιακούς κύκλους. Στο τέλος της ενότητας παρατίθεται ως παράδειγμα η
σχηματική ανάπτυξη μιας τροχιάς για την έννοια της συνάρτησης.
1. Τροχιά «Ισότητα & ανισότητα»
Υπο-τροχιές Σημαντικοί σταθμοί – ορόσημα ανάπτυξης
Ισότητα • Η έννοια της ισότητας και οι διαφορετικές χρήσεις του ίσον
(=).
• Εξισώσεις πρώτου βαθμού (επίλυση, κατασκευή,
μοντελοποίηση).
• Επίλυση απλών πολυωνυμικών εξισώσεων με
παραγοντοποίηση (κυρίως δευτεροβάθμιας εξίσωσης).
• Γραμμικά συστήματα 2×2 (επίλυση και μοντελοποίηση).
Ανισότητα • Η έννοια της ανισότητας και οι διαφορετικές χρήσεις του
συμβόλου της.
• Ανισώσεις πρώτου βαθμού (επίλυση, κατασκευή,
μοντελοποίηση).
Οι σημαντικοί σταθμοί ανάπτυξης της συγκεκριμένης τροχιάς κατά κύκλο έχουν ως
εξής:
Α΄ κύκλος: Οι μαθητές διερευνούν τις έννοιες της ισότητας και της ανισότητας σε
διαφορετικά πλαίσια και χρησιμοποιούν τα αντίστοιχα σύμβολα για να δηλώσουν
την κατάλληλη σχέση μεταξύ αριθμών ή απλών αριθμητικών παραστάσεων
(συμπεριλαμβάνονται παραστάσεις με σύμβολα που δηλώνουν αγνώστους ή
μεταβλητές, π.χ., + =8 ή 3+ =9).
Β΄ κύκλος: Η εστίαση βρίσκεται στη μελέτη των διαφορετικών χρήσεων του
συμβόλου της ισότητας και της ανισότητας. Έτσι, αρχικά, οι μαθητές διατάσσουν
αριθμούς από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο και αντιστρόφως (φυσικούς,
δεκαδικούς, κλάσματα) και συνδέουν τις ανισοτικές τους σχέσεις με τη θέση τους
στην αριθμογραμμή. Στη συνέχεια, χρησιμοποιούν το σύμβολο της ισότητας ή της
ανισότητας, για να δηλώσουν τη σχέση μεταξύ αριθμητικών παραστάσεων
προοδευτικά μεγαλύτερης πολυπλοκότητας [π.χ., 6-1 … 2+5, 5+(7-4) … (5+7)-4] ή να
συμπληρώσουν ισότητες και ανισότητες με τον κατάλληλο αριθμό [π.χ., 6+ <10-1 ή
2(3+4)–5 =+8]. Ακόμη, μοντελοποιούν προβλήματα με εξισώσεις της μορφής
α+x=β, α·x=β, και τις επιλύουν με δοκιμές και με τη χρήση αντίστροφων πράξεων.
Γ΄ κύκλος: Κεντρικό αντικείμενο μάθησης είναι οι εξισώσεις και οι ανισώσεις
(έννοια, επίλυση, μοντελοποίηση). Οι μαθητές εισάγονται στις έννοιες της εξίσωσης
και της ανίσωσης και εξετάζουν ποιοι αριθμοί τις επαληθεύουν. Στη συνέχεια,
εργάζονται με εξισώσεις της μορφής α+x=β, αx=β και αργότερα της μορφής αβ=γx
και α/β=γ/x (αντιστοίχως και στις ανισώσεις), τις οποίες χρησιμοποιούν για να
μοντελοποιήσουν σχετικές καταστάσεις και τις επιλύουν με εφαρμογή ιδιοτήτων
της ισότητας (ή της ανισότητας, αντιστοίχως).
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Ακολούθως,  εμπλέκονται σε δραστηριότητες μοντελοποίησης με γραμμικές
εξισώσεις, πρώτα της μορφής αx+β=γ και έπειτα της μορφής αx+β=γx+δ, τις οποίες
επιλύουν αριθμητικά, αλγεβρικά και γραφικά (σύνδεση με τη συνάρτηση y=αx+β).
Αυτή η φάση εργασίας επαναλαμβάνεται με τις ανισώσεις, αρχικά της μορφής
αx+β<γ και, στη συνέχεια, της μορφής αx+β<γx+δ που, επίσης, επιλύονται
αλγεβρικά και γραφικά. Αργότερα, οι μαθητές εισάγονται στην επίλυση
πολυωνυμικών εξισώσεων (κυρίως δεύτερου βαθμού), οι οποίες, με
παραγοντοποίηση, ανάγονται σε πρωτοβάθμιες. Τέλος, μοντελοποιούν προβλήματα
με δύο γραμμικές εξισώσεις της μορφής αx+βy=γ ή δύο συναρτήσεις της μορφής
y=αx+β και αναζητούν τις κοινές λύσεις τους γραφικά και αλγεβρικά (γραμμικά
συστήματα 2x2).
2. Τροχιά «Αλγεβρική παράσταση»
Τροχιά Σημαντικοί σταθμοί – ορόσημα ανάπτυξης
Αλγεβρική
παράσταση
• Ανάπτυξη της πρώιμης αλγεβρικής σκέψης
(μετασχηματισμός αριθμών, καθώς και απλών αριθμητικών
προτάσεων με αξιοποίηση ιδιοτήτων των πράξεων, χρήση
συμβόλων σε απλές αριθμητικές προτάσεις, συμβολική έκφραση
ενός απλού προβλήματος).
• Διερεύνηση του αλγεβρικού χαρακτήρα της αριθμητικής
(μελέτη των ιδιοτήτων των πράξεων, γενίκευση με λεκτική
διατύπωση, αξιοποίησή τους για τον υπολογισμό αριθμητικών
παραστάσεων).
• Διερεύνηση των διαφορετικών χρήσεων του γράμματος (για
την έκφραση μεγεθών, τη γενική διατύπωση ιδιοτήτων πράξεων
και δυνάμεων με εκθέτες φυσικούς αριθμούς, ως αγνώστου σε
απλές εξισώσεις, ως μεταβλητής στο γενικό όρο μοτίβων και ως
παραμέτρου στις συναρτήσεις).
• Διαχείριση αλγεβρικών παραστάσεων (ερμηνεία,
δημιουργία, υπολογισμός της αριθμητικής τιμής και απλοποίηση
αλγεβρικών παραστάσεων).
• Εισαγωγή στον αλγεβρικό λογισμό (δυνάμεις με ακέραιους
εκθέτες, τετραγωνική ρίζα και ιδιότητές τους αντιστοίχως,
πράξεις πολυωνύμων, απλές ταυτότητες, παραγοντοποίηση
πολυωνύμων).
Η τροχιά αναπτύσσεται σύμφωνα με τον ακόλουθο προσανατολισμό σε καθέναν
από τους τρεις κύκλους:
Α΄ κύκλος: Στη διάρκεια αυτού του κύκλου οι μαθητές εμπλέκονται σε
δραστηριότητες μετασχηματισμού αριθμών για λόγους διευκόλυνσης υπολογισμών
(π.χ., 7+9=7+7+2=14+2=16) και διερευνούν τις ιδιότητες των πράξεων και το ρόλο
του «=» σε απλές αριθμητικές παραστάσεις, ‘κλειστές’ (π.χ., +3=9-2) ή ‘ανοικτές’
(+ =8). Ακόμη, ενθαρρύνονται να εκφράσουν ένα απλό πρόβλημα με μια
αριθμητική παράσταση ή σχέση και το αντίστροφο.
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Β΄  κύκλος: Οι δραστηριότητες του πρώτου κύκλου επαναλαμβάνονται, αλλά οι
αριθμητικές παραστάσεις που αξιοποιούνται είναι, πλέον, πιο σύνθετες. Επιπλέον,
οι μαθητές διερευνούν τη γενίκευση των ιδιοτήτων των πράξεων και τη
διατυπώνουν λεκτικά. Ακόμη, καλούνται να υπολογίσουν την τιμή αριθμητικών
παραστάσεων, αρχικά απλών, στη συνέχεια, με παρενθέσεις και αργότερα με
δυνάμεις, εφαρμόζοντας τις ιδιότητες των πράξεων. Επίσης, συζητούν για τη δομή
μιας αριθμητικής παράστασης, χρησιμοποιώντας κατάλληλους όρους (παράγοντες,
όροι ;, κ.ά.). Τέλος, χρησιμοποιούν γράμματα για να εκφράσουν μεγέθη σε σχέσεις
(από την καθημερινή ζωή και τις επιστήμες), αγνώστους σε απλές εξισώσεις και
μεταβλητές στο γενικό όρο μοτίβων και στις συναρτήσεις.
Γ΄ κύκλος: Συνεχίζοντας στην κατεύθυνση των δραστηριοτήτων του προηγούμενου
κύκλου, οι μαθητές καλούνται να μεταβαίνουν από τη λεκτική στη συμβολική
μορφή μιας απλής αλγεβρικής παράστασης και αντιστρόφως, να μοντελοποιούν
ένα πρόβλημα με μια αλγεβρική παράσταση μίας ή περισσότερων μεταβλητών, να
υπολογίζουν την αριθμητική τιμή μιας παράστασης, να απλοποιούν μια αλγεβρική
παράσταση, εφαρμόζοντας τις ιδιότητες των πράξεων και να αναγνωρίζουν τα
δομικά της στοιχεία (το 2x+3 είναι άθροισμα). Επιπλέον, οι δραστηριότητες που
αφορούν στη χρήση γραμμάτων εμπλουτίζονται, ενθαρρύνοντας, προοδευτικά τους
μαθητές να διακρίνουν τους διαφορετικούς ρόλους τους: μεταβλητή (ανεξάρτητη/
εξαρτημένη) και παράμετρος στις συναρτήσεις, άγνωστος στις εξισώσεις, μέγεθος
στους τύπους, γενικός και ανεξάρτητος αριθμός στις ταυτότητες.
Στη συνέχεια, οι μαθητές εισάγονται στις δυνάμεις με αρνητικούς εκθέτες και στις
τετραγωνικές ρίζες και μελετούν τις ιδιότητες των δυνάμεων με ακέραιους εκθέτες,
καθώς και απλές ιδιότητες των τετραγωνικών ριζών ( β
α
αβ = ,
β
α
β
α
= ).
Το υπόλοιπο της ανάπτυξης της συγκεκριμένης τροχιάς στον τρίτο κύκλο αφορά
στα πολυώνυμα και περιλαμβάνει ορόσημα ανάλογα με αυτά που συνδέονταν με
τις αλγεβρικές παραστάσεις στους δύο προηγούμενους κύκλους. Ειδικότερα, οι
μαθητές: εκτελούν πράξεις απλών πολυωνύμων (κυρίως μίας μεταβλητής),
αποδεικνύουν αλγεβρικά και γεωμετρικά (όπου είναι δυνατόν) τις ταυτότητες
(α±β)2
, (α±β)3
α2
-β2
α3
-β3
, α3
+β3
, παραγοντοποιούν απλά πολυώνυμα,
μοντελοποιούν και επιλύουν προβλήματα σε διάφορα πλαίσια, χρησιμοποιώντας
πολυώνυμα και ταυτότητες, αναγνωρίζουν στοιχεία της δομής ενός πολυωνύμου
και χρησιμοποιούν κατάλληλη ορολογία και, τέλος, βρίσκουν το ΕΚΠ μονωνύμων
και απλών πολυωνύμων, κάνουν πράξεις απλών ρητών παραστάσεων και τις
απλοποιούν.
3. Τροχιά «μοτίβο/ κανονικότητα και συνάρτηση»
Η συγκεκριμένη τροχιά περιλαμβάνει δύο υπο-τροχιές, μία για το μοτίβο/
κανονικότητα και μία για τις συναρτήσεις.
Υπο-τροχιές Σημαντικοί σταθμοί – ορόσημα ανάπτυξης
Μοτίβο/
κανονικότητα
• Αναγνώριση, συμπλήρωση, περιγραφή της κανονικότητας
και της διαδικασίας παραγωγής της, κατασκευή
κανονικοτήτων διαφόρων τύπων.
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•  Αναπαράσταση κανονικοτήτων με διαφορετικούς τρόπους -
μετάβαση από μία αναπαράσταση σε άλλη.
• Εύρεση και συμβολική διατύπωση του γενικού όρου της
κανονικότητας.
• Μοντελοποίηση και μελέτη καταστάσεων μέσω
κανονικοτήτων.
Συνάρτηση • Διερεύνηση σχέσεων μεγεθών από την καθημερινή ζωή -
συμμεταβαλόμενα μεγέθη.
• Εισαγωγή στην έννοια της συνάρτησης (μεταβλητή,
μονοσήμαντη απεικόνιση, αναπαραστάσεις συναρτήσεων,
ερμηνεία αναπαραστάσεων).
• Μοντελοποίηση απλών καταστάσεων και απαντήσεις σε
ερωτήματα που τις αφορούν μέσω συναρτήσεων.
• Διερεύνηση συγκεκριμένων συναρτήσεων (γραμμικών, της
μορφής ψ=α/x, τετραγωνικών και ρυθμού μεταβολής).
Η ανάπτυξη των δύο υπο-τροχιών σε καθέναν από τους τρεις κύκλους διακρίνεται
από τα κάτωθι χαρακτηριστικά:
Α΄ κύκλος: Βασικός προσανατολισμός της σχετικής εργασίας στην τάξη είναι η
μύηση των μαθητών στη διερεύνηση σχέσεων και δομών. Προς αυτήν την
κατεύθυνση, αναφορικά με τα μοτίβα, οι σχετικές δραστηριότητες ενθαρρύνουν
τους μαθητές να αναγνωρίζουν, να συμπληρώνουν, να περιγράφουν και να
κατασκευάζουν απλές γεωμετρικές, αριθμητικές και άλλες κανονικότητες, πρώτα
επαναλαμβανόμενες και κατόπιν αυξανόμενες ή μειούμενες.
Σχετικά με τις συναρτήσεις, οι μαθητές καλούνται να διερευνούν μεταβολές
μεγεθών σε σχέση με άλλα μεγέθη στην καθημερινή ζωή και αντιστοιχίες μέσα από
παιχνίδια.
Β΄ κύκλος: Στη μελέτη των κανονικοτήτων επαναλαμβάνονται όσα και στον
προηγούμενο κύκλο, αλλά σε ανώτερο επίπεδο, καθώς οι αριθμητικές και
γεωμετρικές κανονικότητες είναι πιο σύνθετες, ενώ προστίθενται και αναδρομικές.
Επιπλέον, η σχετική εργασία των μαθητών περιλαμβάνει γενίκευση της
κανονικότητας, αναπαράστασή της με διαφορετικά μέσα (εικονικά, λεκτικά,
αριθμητικά), σύγκριση κανονικοτήτων, λεκτική διατύπωση του κανόνα του μοτίβου,
εύρεση του επόμενου, αλλά και ενός απομακρυσμένου όρου και, τέλος, συμβολική
διατύπωση του γενικού όρου στις αριθμητικές κανονικότητες, χρησιμοποιώντας
μεταβλητές (π.χ., ν+2).
Σε σχέση με τις συναρτήσεις, η έμφαση βρίσκεται στην αισθητοποίηση της σχετικής
έννοιας. Συγκεκριμένα, οι μαθητές συνεχίζουν να διερευνούν καταστάσεις
συμμεταβολής: ανάλογα και αντιστρόφως ανάλογα ποσά, συσχέτιση μεγεθών στη
γεωμετρία (Ε=1/2βυ), στη φυσική (υ=s/t), κτλ, γενικά, σχέση ανεξάρτητης-
εξαρτημένης μεταβλητής και υπολογισμός ενός μεγέθους με αντικατάσταση
αριθμού στις μεταβλητές. Τέλος, διερευνούν την έννοια της συνάρτησης μέσω
διαφορετικών αναπαραστάσεων μονοσήμαντων αντιστοιχιών.
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Γ΄  κύκλος: Η ανάπτυξη της υπο-τροχιάς της κανονικότητας ολοκληρώνεται με τους
μαθητές να διερευνούν αριθμητικές κανονικότητες, να διατυπώνουν το γενικό όρο
λεκτικά και συμβολικά και να τις αναπαριστούν εικονικά, αριθμητικά με πίνακες ή
γεωμετρικά σε σύστημα ημι-αξόνων.
Η υπο-τροχιά των συναρτήσεων επικεντρώνεται, πλέον, στις διαφορετικές μορφές
αναπαράστασής της και της χρήσης τους για την επίλυση προβλημάτων.
Ειδικότερα, οι μαθητές, οικοδομώντας πάνω στη σχετική εμπειρία των
προηγούμενων κύκλων, μοντελοποιούν μια κατάσταση με μια συνάρτηση,
εκφράζουν μια συνάρτηση με διαφορετικούς τρόπους (λεκτικά, αριθμητικά,
γεωμετρικά και συμβολικά), βρίσκουν τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής για
δεδομένες τιμές της εξαρτημένης και αντιστρόφως και αναγνωρίζουν το πεδίο
ορισμού μιας συνάρτησης.
Ακολούθως, η σχετική εργασία στην τάξη εστιάζεται στις γραφικές παραστάσεις
συναρτήσεων: οι μαθητές σχεδιάζουν γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων
(γραμμικών, υπερβολών, τετραγωνικών, εκθετικών με αυτήν τη σειρά), οι οποίες
μοντελοποιούν μια κατάσταση, χρησιμοποιώντας σημεία (πίνακα τιμών) και
λογισμικά. Ακόμη, εξετάζουν αν ένα σημείο ανήκει σε μια γραφική παράσταση και,
τη χρησιμοποιούν για να βρουν την τιμή του y για δεδομένη τιμή του x και
αντιστρόφως.
Στη συνέχεια, η εστίαση μετακινείται στη μελέτη ειδικών περιπτώσεων
συναρτήσεων: οι μαθητές διερευνούν τις γραμμικές συναρτήσεις (y=αx, y=αx+β) και
την τετραγωνική συνάρτηση y=αx2
, τις ιδιότητές τους και τις γραφικές τους
παραστάσεις (εξετάζονται ο ρόλος των παραμέτρων, τα σημεία τομής με τους
άξονες, ο ρόλος του συντελεστή διεύθυνσης και η χρήση του στο σχεδιασμό της
γραφικής παράστασης).
Η υπο-τροχιά που αφορά στη συνάρτηση ολοκληρώνεται με δραστηριότητες που
ενθαρρύνουν τους μαθητές να μετακινούνται από μια αναπαράσταση σε άλλη
(αλγεβρικός τύπος, πίνακας τιμών, γραφική παράσταση), να επιλέγουν την
κατάλληλη, σε κάθε περίσταση, αναπαράσταση και να χρησιμοποιούν τις γραφικές
παραστάσεις για την επίλυση εξισώσεων, ανισώσεων και γραμμικών συστημάτων.
Τα σχεδιαγράμματα που παρουσιάζονται στη συνέχεια συνιστούν μια προσπάθεια
σχηματικής αποτύπωσης της ανάπτυξης μιας τροχιάς για την έννοια της συνάρτησης
στην υποχρεωτική εκπαίδευση (Α΄, Β΄ και Γ΄ κύκλοι).
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Σχεδιάγραμμα  2. Σχηματική αναπαράσταση μιας ανάπτυξης της τροχιάς
«συνάρτηση» στους τρεις κύκλους (εδώ εμφανίζεται σε δύο μέρη για πρακτικούς
λόγους).
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