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RESUMEN
Los elementos con  sección transversal variable se presentan en las estructuras, ya sea por razones de estética
o comportamiento estructural, estos elementos tienen la finalidad de disminuir las deflexiones y modificar los
momentos flexionantes producidos por las cargas. Debido a esto su uso es muy común en estructuras como
naves industriales, puentes y hasta algunas edificaciones de diseño moderno.
Los métodos normalmente empleados para el análisis de estos elementos, al ser simplificados desprecian
algunos parámetros como lo son: las deformaciones por cortante, la variación de la rigidez en su sección
transversal, entre otros, debido a esto, estas metodologías simplificadas conllevan cierto grado de error en los
resultados analíticos; además de que su empleo es poco práctico y puede resultar hasta tedioso. Tal es el caso
de las ayudas de diseño para definir factores de rigidez en elementos con sección variable creadas por la
Portland Cement Association, las cuales carecen de los parámetros anteriormente descritos.
El siguiente trabajo contempla el análisis de elementos con sección transversal variable, para modelos de
marcos planos, basado en el método de flexibilidades que permite analizar satisfactoriamente estos elementos
considerando todos y cada uno de los parámetros anteriormente descritos, teniendo así una metodología exacta
y además automatizable, la cual, para agilizar el proceso de cálculo, se pude adaptar en un código de
programación.
Para validar los resultados obtenidos con la metodología, se presentan ejemplos del análisis de marcos planos
y sus resultados se comparan con los obtenidos de modelos analizados en un software comercial, para este
caso SAP2000. A dichos modelos se les definieron las mismas características que a los analizados con la
metodología propuesta teniendo resultados bastante similares.
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CAPÍTULO 1 GENERALIDADES
1.1.  Introducción
Un aspecto importante de la ingeniería estructural es el Análisis Estructural, el cual tiene como objetivo conocer
el comportamiento y respuesta de una estructura ante las cargas que le afectarán durante su vida útil. El análisis
es una etapa fundamental en la cual se requiere de conocimientos, habilidades y criterios para evaluar el
comportamiento de los elementos de una estructura y determinar su respuesta.
Para la correcta realización del análisis estructural, primeramente, se tiene que definir el modelo estructural, el
cual, es una representación gráfica y matemática de una estructura real, dicho modelo puede componerse de
distintos tipos de elementos como lo son: elementos lineales, placas y sólidos.
Dentro de los elementos estructurales lineales, tenemos aquellos con sección no prismática, los cuales están
compuestos de tramos con secciones rectas y variables según sea el caso, que se presentan por razones de
arquitectura y/o comportamiento estructural, son útiles para librar grandes claros y altas sobrecargas como en
el caso de naves industriales y puentes hiperestáticos, donde se colocan elementos acartelados en los extremos
del elemento con la finalidad de disminuir las deflexiones y modificar los momentos flexionantes en dicho
elemento.
Este tipo de elementos estructurales presentan algunas ventajas en su comportamiento, como las mencionadas
anteriormente, comparados con elementos de secciones constantes; sin embargo, para su correcto análisis, se
deben contemplar parámetros como la variación de la rigidez debido al cambio en su sección transversal.
Teniendo en cuenta esto, diversos investigadores han estudiado el comportamiento de elementos con sección
variable, dentro de estos estudios se pueden destacar las tablas creadas por la Portland Cement Association
(PCA), donde se presentan constantes de rigidez y momentos de empotramiento para elementos con sección
variable y que, además, utilizan varias hipótesis para simplificar el problema de análisis. En otro estudio de Julio
Damy Rios y Arturo Tena, estas tablas fueron actualizadas contemplando parámetros como la deformación por
cortante, proponiendo así una nueva metodología simplificada para el análisis de este tipo de elementos.
El presente trabajo presenta un método basado enprincipios de Resistencia de Materiales y Análisis Estructural,
que permite analizar satisfactoriamente a los elementos estructurales con secciones no prismáticas, tomando
como base el método de flexibilidades para modelos de marcos planos, teniendo en cuenta los parámetros
anteriormente mencionados e implementándolo con un código de programación con base en la metodología
propuesta.
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1.2. Antecedentes
A partir  del:
Siglo pasado entre 1950 y 1960 se desarrollaron varias ayudas de diseño, como las presentadas por
Guldan (1956), posteriormente las más conocidas tablas publicadas por primera ocasión por la
Portland Cement Association (PCA) donde se presentan las constantes de rigideces y momentos de
empotramiento de elementos de sección variable (“Handbook”,1958), donde se utilizaron varias
hipótesis para simplificar el problema, entre las más importantes, considerar la variación de la rigidez
de las cartelas (lineal o parabólica, según sea el caso de la geometría de acartelamiento) en función
del momento de inercia principal en flexión, el cual es independiente de la sección transversal. (Tena,
2007).
Considerando lo anterior, las tablas creadas por la PCA (1956), fueron una gran contribución para el análisis
estructural, ya que presentaron constantes de rigidez y momentos de empotramiento; sin embargo, desprecian
las deformaciones por cortante en los diversos factores de rigidez, llevando consigo a cierto grado de error en
la elaboración del análisis de los elementos estructurales con secciones no prismáticas.
Posteriormente, otros investigadores presentaron métodos y formulaciones para este tipo de elementos con
sección variable; tal es el caso de Just (1977) gracias a su trabajo de investigación propuso una formulación
para estos elementos de sección variable, el cual está basado en la teoría clásica de vigas de Bernoulli-Euler;
en este define las matrices bidimensionales de estos elementos en función de los términos referentes a la matriz
de flexibilidad clásica, pero desprecia las deformaciones axiales.
De igual manera otros investigadores como Schreyer (1978), propone una teoría en la cual introduce las
hipótesis de Kirchhoff de vigas para elementos con variación lineal tomando en cuenta deformaciones por
cortante; estas hipótesis, hacen referencia a las tensiones normales y a las deformaciones de rectas normales;
donde primero menciona que estas tensiones normales que actúan sobre los planos paralelos a la superficie
son despreciables frente a otras componentes de tensión y en segundo, señala que las fibras que eran rectas
y perpendiculares a la superficie media antes de la deformación, permanecen rectas, perpendiculares y no
cambian de longitud después de la deformación.
Asimismo, en 1984 se resuelve el problema de flexión en vigas de cortante no prismática con la teoría del
cálculo de variaciones por Medwadowski. En ese mismo año, Brown (1984) presenta un procedimiento en el
cual utiliza funciones de interpolación aproximadas similares con el principio de trabajo virtual y la teoría clásica
de vigas; para definir las matrices de rigidez de elementos con secciones no prismáticas.
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Tres años más  tarde Yang y Yau (1987):
Presentaron una formulación para elementos finitos para vigas “I” de sección variable en la que se
incluyen los efectos de alabeo por torsión. Takabatake (1990), presento las ecuaciones de estado para
elementos de sección variable de pared delgada y con dos ejes de simetría utilizando el principio de
Hamilton para problemas dinámicos, llegando a soluciones cerradas para el caso estático. (Tena,
1997).
Finalmente, Julio Damy Ríos y Arturo Tena, definieron en 1994, las matrices elásticas de rigidez
bidimensionales y tridimensionales de elementos con secciones no prismáticas basados en la teoría clásica de
vigas de Bernoulli-Euler y el método de las flexibilidades, con los fundamentos de Just (1977) y Damy (1986)
tomando en cuenta las deformaciones axiales y por cortante, así como la forma de la sección transversal; con
base en ello, propusieron nuevas ayudas de diseño para sustituir a las antiguas tablas de la PCA, que hasta la
fecha se han utilizado para estos elementos con sección transversal variable.
1.3. Planteamiento del Problema
Los elementos de sección transversal variable (ESTV), se presentan por razones de arquitectura y/o estructural,
ya sea para librar grandes claros o por cuestión estética, ya que poseen un comportamiento más óptimo en
comparación con los marcos compuestos por elementos de sección constante.
Desde que la PCA publicó sus tablas para definir los factores de rigidez de elementos con sección variable, en
donde se utilizaron varias hipótesis simplificadoras, poco se ha avanzado en el análisis de este tipo de
miembros. De igual manera el modelado de elementos con secciones no prismáticas ha recibido poca atención
en la última década, en donde se han propuesto métodos poco prácticos, como lo es el seccionar estos
elementos en un cierto número de partes con sección prismática, sin que exista un criterio bien definido, ya que,
la cantidad de partes en que se divide el elemento puede variar de acuerdo al planteamiento del calculista.
Posteriormente, se presentó una formulación basada en la teoría de vigas y el método de las flexibilidades, para
la definición de las matrices de rigidez elásticas bidimensionales y tridimensionales de elementos con sección
variable (Damy J y Tena A., 1994), en donde se tomaron en cuenta las deformaciones por cortante y la forma
de la sección transversal; factores que fueron ignorados en el cálculo de las tablas de la PCA. Aun así, en este
estudio solo se realizó la actualización de las tablas de la PCA, por lo que persiste un método poco práctico ya
que el manejo de todas las tablas tiene como resultado un procedimiento complicado.
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Debido a esto,  se plantea una metodología basada en el método de flexibilidades para marcos planos y en los
principios fundamentales de análisis estructural, la cual considera parámetros como la variación en la rigidez
del elemento, deformaciones por cortante, la relación fuerzas desplazamiento entre otras. Esta metodología es
perfectamente aplicable para cualquier tipo de modelo de análisis estructural (marcos planos, retículas planas
y marcos 3D), además de presentar resultados exactos y ser un proceso mecanizable debido a su carácter
matricial.
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CAPÍTULO 2 MARCO  TEÓRICO
A lo largo de este capítulo, se desarrolla el contexto entorno a los elementos con sección variable, con base en
la revisión bibliográfica de artículos, tesis, libros y normas vigentes para atender diversas discusiones en torno
al tema señalado con anterioridad.
2.1.Conceptos
2.1.1. Definición de elemento estructural
Un elemento estructural es cada una de las partes que constituye una estructura y posee una función resistente
dentro del conjunto. Dicho lo anterior, deben “ser lo suficientemente fuertes y de una forma coherente para
soportar el peso total de la estructura para que no se deforme o cambie su forma” (Arkiplus, 2014).
2.1.2. Definición de elemento con sección variable
Los elementos con sección variable son aquellos que su sección transversal varia en su longitud y son
“compuestas de tramos de secciones rectas y variables que se presentan por razones de arquitectura” (Brito,
2014) y/o estructural.
Estos elementos con sección variable se ven en estructuras con grandes claros y altas sobrecargas como lo
son en el caso de marcos de los edificios y puentes hiperestáticos entre otros, donde se colocan elementos
acartelados en los extremos de estos, con la finalidad de disminuir las deflexiones y momentos al centro de los
claros, esto provoca el incremento de los momentos en los extremos, (fig. 2.1).
Figura 2. 1 Elementos estructurales con sección variable (ArquitectosAG, s.f.).
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2.1.3. Definición de  elemento con sección constante
Los elementos con sección constante son aquellos “elementos en una dimensión, la correspondiente a su eje
longitudinal, predomina sobre las otras dos, y las cargas actúan normales con relación a dicho eje” (Brito, 2014).
Estos elementos están sometidos principalmente a corte y flexión, y algunas veces a torsión; por lo tanto, las
cargas aplicadas como se citó anteriormente actúan normales y los esfuerzos que producen son pequeños
comparándolos con los de corte y flexión, (fig. 2.2).
Figura 2. 2 Elementos estructurales con sección constante (Ténicas, s.f.).
2.2.Metodologías de análisis estructural
A continuación, se describen las metodologías con base en las investigaciones relacionadas al tema propuesto
en el presente trabajo de investigación, tomando en cuenta que el análisis estructural tiene como objetivo
calcular las fuerzas internas y las deflexiones en un punto cualquiera de la estructura. Aunado a esto se deben
de tomar en cuenta las siguientes condiciones:
1. Equilibrio entre fuerzas internas y externas en todos los elementos de la estructura.
2. Compatibilidad de deformaciones de todos los elementos estructurales.
3. Relación fuerza-desplazamiento.
Tomando en cuenta las condiciones anteriores se dice que el equilibrio entre las fuerzas internas y externas de
“una estructura, sujeta a un sistema de acciones externas definidos, estará en equilibrio si las reacciones de la
misma cumplen las condiciones de equilibrio” (Camba, Chacón, & Pérez, 1982), que se expresan en el espacio
como:
∑ 𝐹 𝑥 = 0 ∑ 𝑀 𝑥 = 0 (2. 1)
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∑ 𝐹 𝑦  = 0 ∑ 𝑀 𝑦 = 0
∑ 𝐹 𝑧 = 0 ∑ 𝑀 𝑧 = 0
Cuando se trate de estructuras planas:
∑ 𝐹 𝑥 = 0 ∑ 𝐹 𝑦 = 0 ∑ 𝑀𝑧 = 0
(2. 2)
De esta forma, si se cumplen las condiciones mencionadas, bajo la acción del sistema de fuerzas externo y el
sistema de reacciones, la estructura está en equilibrio. Los elementos que forman la estructura estarán sujetos
a fuerzas internas que se desarrollen en ellos, provocadas por el sistema de fuerzas externo aplicado.
Si se hacen diagramas de cuerpos libres, al aislar una parte de la estructura haciendo uno o varios cortes,
deberán estar también en equilibrio. Por lo tanto, si una estructura está en equilibrio, cualquier elemento que se
aísle también lo estará, siendo necesario para que esto se cumpla, que en los planos de corte se considere la
o las acciones internas que la estructura ejerce sobre el elemento que se aísle.
Por otro lado, también se debe de considerar la compatibilidad de deformaciones, señalado en el punto 2; estas
al aplicar un sistema de fuerzas a una estructura, ésta se deforma, pero conserva las condiciones de continuidad
iniciales. Así mismo, los desplazamientos finales en la estructura deberán ser compatibles con las condiciones
de deformación de los diferentes tipos de apoyos.
La condición de compatibilidad con las condiciones de apoyo, serían, por ejemplo, en el caso de la figura 2.3,
los apoyos A y F por ser empotramientos, impiden toda posibilidad de desplazamiento lineal y de giro; en cambio
para el apoyo G, por ser un apoyo articulado, no permitirá desplazamientos lineales, pero si el giro del mismo.
Figura 2. 3 Marco plano con desplazamientos finales (Camba, Chacón, & Pérez, 1982).
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Por último, la  tercera condición referente a la relación fuerza-desplazamiento, nos dice que es necesario
conocer para una estructura de geometría definida, la relación que existe entre las fuerzas y los
desplazamientos.
De acuerdo con la figura 2.4, se deduce que la relación entre fuerzas y desplazamientos puede ser lineal o no
serlo. Asimismo, se supone la hipótesis de que la relación entre fuerzas y desplazamientos es lineal, por lo que
se puede aplicar a las estructuras el principio de superposición; el cual establece, que los efectos que produce
un sistema de fuerzas aplicado a una estructura son equivalentes a la suma de los efectos producidos por cada
una de las fuerzas del sistema actuando independientemente.
Figura 2. 4 Relación lineal y no lineal (Camba, Chacón, & Pérez, 1982).
Para aplicar este principio, las condiciones que debe de cumplir una estructura son:
a) Que exista proporcionalidad entre esfuerzo y deformaciones, es decir, que se cumpla la ley de Hooke.
b) Que no haya interacción entre efectos debidos a fuerzas axiales y momentos flexionantes (efectos de
esbeltez).
c) Que las deformaciones en la estructura sean relativamente pequeñas, evitando así que se afecten en
forma importante el sistema de fuerzas internas y de reacciones.
Por lo tanto, si la estructura cumple con las tres condiciones mencionadas, se trata de una estructura con
comportamiento elástico y lineal.
Otro aspecto a considerar, para el análisis de la estructura, son los diferentes sistemas de ejes que serán
necesarios para expresar de manera adecuada las diferentes magnitudes vectoriales y matriciales que se
utilizarán para el cálculo matricial de estructuras planas de nodos rígidos. Por lo tanto, para el sistema de
coordenadas locales correspondientes a cada barra, se definirá un sistema de ejes referenciales, según sea la
dirección de la directriz de dichas barras y se definirá de la siguiente manera:
1. En cada barra, se definirá el extremo (A) y extremo (B) correspondientes al inicio y fin de cada barra.
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2. Para el  eje 𝑋′ del sistema de coordenadas locales de una barra será paralelo a la directriz de la barra
y se definirá el sentido positivo haciéndolo coincidir con el vector que va desde el extremo (A) al
extremo (B).
3. El eje 𝑌′ del sistema de coordenadas locales, será perpendicular al eje 𝑋′ anteriormente mencionado,
es decir, 90° en sentido antihorario.
4. El eje 𝑍′ se obtendrá la dirección y sentido con respecto al giro del eje 𝑋 al eje 𝑌, con la regla de la
mano derecha.
Una vez definido el sistema de coordenadas locales de las barras, las componentes en dirección al eje 𝑋′,
corresponderá al axial; para la dirección al 𝑌′ el cortante y, por último, para 𝑍′ el momento flector; que será
aplicable para la metodología matricial en barras como se muestra en los siguientes ejemplos para las
coordenadas locales en las barras, (fig. 2.5).
Figura 2. 5 Coordenadas locales de la barra.
Para el sistema de coordenadas globales, para barras pertenecientes a estructuras planas se tiene lo siguiente:
1. Para el eje 𝑋 del sistema de coordenadas globales de una estructura, será en dirección horizontal y
positivo hacia la derecha.
2. El eje 𝑌 será perpendicular al eje 𝑋 anteriormente descrito; en dirección vertical y positivo hacia arriba;
por lo tanto, los ejes 𝑋 y 𝑌 coincidirán con el 1er cuadrante de los ejes cartesianos.
3. Para 𝑍, se obtendrá la dirección y sentido con respecto al giro del eje 𝑋 al eje 𝑌, con la regla de la
mano derecha.
Una vez definido el sistema de coordenadas globales de la estructura, se obtienen la ventaja de que el sistema
de cargas que actúa sobre la estructura presenta las direcciones verticales y horizontales en las mismas
direcciones del sistema de ejes globales, (fig. 2.6).
Figura 2. 6 Coordenadas globales de la estructura.
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Por lo tanto,  para el caso de métodos matriciales, se denominará la matriz de transformación de coordenadas
[𝑇], en una barra que permitirá relacionar el vector de carga aplicado a dicha barra, en coordenadas globales
para cada extremo de la barra, (ec. 2.3), o para obtener directamente la transformación de coordenadas locales
de la barra a coordenadas globales de la estructura bastará con proyectar las fuerzas a partir de los ejes locales
a los ejes globales; donde se muestra la barra con sus ejes locales y los ejes globales, (fig. 2.7 a); en la figura
2.7 (b), se le aplican desplazamientos en dirección “X” y “Y” en los ejes globales y se proyectan a los ejes
locales de la barra y por último, en la figura 2.7 (c), se aplica lo contrario, es decir, los desplazamientos en ejes
locales de la barra y se proyectan a los ejes globales.
[𝑇] =
𝑑𝑋𝐴 𝑑𝑌𝐴 𝜃𝑍𝐴 𝑑𝑋𝐵 𝑑𝑌𝐵 𝜃𝑍𝐵
𝑑𝑋𝐴
𝑑𝑌𝐴
𝜃𝑍𝐴
𝑑𝑋𝐵
𝑑𝑌𝐵
𝜃𝑍𝐵
[
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑒𝑛𝜃 0
−𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑒𝑛𝜃 0
−𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 1]
(2. 3)
Figura 2. 7 Proyección de las fuerzas locales y globales.
Cabe mencionar que para simplificar el proceso de cálculo cuando se realiza de forma manual será útil realizar
las correspondientes proyecciones, pero en el caso de realizarse por computadora, con la ayuda de un algoritmo
de programación, se podrá utilizar directamente la matriz de transformación de coordenadas para la realización
de la metodología.
Teniendo en cuenta estos aspectos, se mencionarán algunos métodos utilizados por investigadores y los
métodos considerados para este trabajo de investigación. Destacando que algunos métodos que se han
utilizado para elementos de sección variable para calcular las deflexiones requieren de la solución integral, en
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donde la geometría,  el momento de inercia y la carga aplicada a lo largo del elemento se exprese en función
de su longitud; es por eso que se hace mención de algunos métodos de Resistencia de Materiales utilizados
para plantear una nueva metodología que tomen en cuenta las deformaciones y desplazamientos como lo es
en este caso el método del trabajo virtual.
2.2.1. Método del trabajo virtual
El método del trabajo virtual es una de las técnicas energéticas, que se usa para determinar deformaciones y
desplazamientos en cualquier lugar de una estructura, causadas por cualquier tipo o combinación de cargas; la
única delimitación es que se debe poder aplicar el principio de superposición.
Una fuerza virtual es una fuerza ficticia que se incorpora en algún punto de sobre la estructura. El
trabajo virtual es el movimiento de esta fuerza virtual a través de una distancia. Al aplicar el método de
trabajo virtual, la distancia es generalmente el desplazamiento real de la estructura bajo sus cargas
reales aplicadas. (Fitzgerald, 1984)
Puede usarse el principio de conservación de la energía para las fuerzas virtuales como:
𝑇𝑟𝑎𝑏𝑎𝑗𝑜 𝑣𝑖𝑟𝑡𝑢𝑎𝑙 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜 = 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑣𝑖𝑟𝑡𝑢𝑎𝑙 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎 (2. 4)
Si se supone un desplazamiento virtual del cuerpo producido por una acción diferente al sistema de fuerzas
dado, las fuerzas externas e internas se moverán y por lo mismo efectuarán un trabajo virtual. Por lo anterior,
cualquier segmento del cuerpo deformable sufrirá un giro, una traslación y una deformación virtual.
La aplicación de la ecuación 2.4, se atenderá en las siguientes secciones para cargas axiales, de flexión y de
torsión. Asimismo, se dice que la ecuación 2.4, se convierte en:
𝑙 ∙ ∆𝐴= ∑ 𝑓𝛿 (2. 5)
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Donde 𝑙, es  la fuerza virtual unitaria por la deflexión real del punto 𝐴 en dirección de la fuerza virtual, ∆𝐴; será
igual a la sumatoria de las fuerzas internas en las fibras debidas a la fuerza virtual, 𝑓, por su deformación real
interna en las mismas fibras debido a las cargas reales, 𝛿.
Respecto a la ecuación anterior, se dice que el trabajo virtual externo de la carga unitaria virtual por la deflexión
real es el producto de la energía de deformación total interna. Posteriormente las siguientes secciones se basan
en la ecuación 2.4 referentes para cargas axiales, de flexión y torsión.
2.2.1.1. Trabajo virtual para cargas axiales
El método del trabajo virtual se aplica fácilmente a estructuras articuladas cuyos miembros están cargados
axialmente, tal como las armaduras. Refiriéndose a la ecuación 2.4, Fitzgerald (1984) la define como el producto
de la fuerza interna producida por la carga virtual y la deformación producida por las cargas reales sobre cada
miembro. Por lo tanto, el trabajo puede ser positivo o negativo. Si la fuerza y deformación tiene el mismo sentido,
el trabajo es positivo; si son opuestos, el trabajo es negativo.
La figura 2.8 (a), indica cualquier barra y su fuerza virtual. En sistemas cargados axialmente, a la fuerza virtual
interna sobre la barra se le representa con la letra 𝑢. El cambio en longitud debido a las cargas reales es 𝛿. La
deformación, 𝛿, se determina según la ecuación 2.6; donde la deformación total, 𝛿, será el producto de la carga,
𝑃, aplicada en su longitud, 𝐿, por el área de su sección transversal, 𝐴, y su módulo de elasticidad, 𝐸.
Figura 2. 8 Adaptación (Fitzgerald, 1984, pág. 385).
𝛿 =
𝑃𝐿
𝐴𝐸
(2. 6)
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Respecto a la  ecuación 2.6, Timoshenko (1957), expresa que el alargamiento de una barra es proporcional a
la fuerza extensora y a la longitud de la barra, e inversamente proporcional a la sección recta y al módulo de
elasticidad.
Dicho lo anterior, la deformación de cualquier punto sobre una estructura articulada puede determinarse según:
𝑙 𝑥 ∆ = ∑ 𝑢 (
𝑃𝐿
𝐴𝐸
) (2. 7)
Donde 𝑙, es la carga virtual, ∆, es la deflexión, 𝑢, es la fuerza virtual sobre una barra interna resultante de la
carga virtual, 𝑃, es la fuerza interna en la barra producida por las cargas reales, 𝐿, es la longitud de la barra,
𝐴, es el área de la sección transversal de la barra y, por último, 𝐸, es el módulo de elasticidad. Por lo tanto, se
dice que la carga virtual respecto a su deflexión será la sumatoria de la fuerza virtual por el producto de la fuerza
interna debido a las cargas reales respecto a su longitud entre la relación de su área transversal por el módulo
de elasticidad.
Su procedimiento para la solución de este tipo de problema involucra los pasos siguientes:
1. Se aplica la carga virtual unitaria en el lugar y en la dirección de la deformación deseada.
2. Para cada barra de la estructura se calcula la fuerza interna producida por la carga unitaria. En este
se debe de determinar si la barra está a tensión (positiva) o a compresión (negativa).
3. Se aplican las cargas reales sobre la estructura, y se calculan las fuerzas internas en las barras
producidas por estas cargas. Considerando las tensiones y compresiones.
4. Se incorporan los valores obtenidos en la ecuación (2.6), y se determina la deflexión.
2.2.1.2. Trabajo virtual para cargas de flexión
La deflexión de una viga puede determinarse mediante el método del trabajo virtual. Para obtener la deflexión
en cualquier punto específico, se aplica una carga unitaria ficticia en ese punto, en la dirección de la deflexión
deseada. A partir de esta carga ficticia resultante un momento virtual interno. El producto de este momento por
la rotación de la sección sobre la que ocurre el momento es el trabajo virtual interno.
La figura 2.9 (a) indica una viga y su carga real. Supongamos que queremos determinar la deflexión en el punto
D. Aplicamos una fuerza ficticia unitaria en D, como se indica en la figura 2.9 (b). Esta carga ficticia produce un
momento 𝑚 en cada lugar 𝑥 fig. 2.9 (c).
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Figura 2. 9  Adaptación (Fitzgerald, 1984, pág. 387)
Las cargas reales hacen que la carga vertical sobre la cual actúa 𝑚 gire un ángulo 𝑑𝜃. La ecuación 2.7 indica
que:
𝑑𝜃 =
𝑀𝑑𝑥
𝐸𝐼
(2. 8)
El trabajo interno para la viga es ∫ 𝑚 𝑑𝜃. La deflexión de una viga se calcula mediante:
𝑙 ∙ ∆ = ∫ 𝑚 𝑑𝜃
𝑙 ∙ ∆ = ∫
𝑚𝑀 𝑑𝑥
𝐸𝐼 (2. 9)
Su procedimiento para calcular la deflexión de una viga mediante el trabajo virtual es el siguiente:
1. Se aplica la carga unitaria ficticia a la viga descargada en el lugar donde se desea la pendiente o la
flexión.
2. Se calculan las reacciones para esta carga virtual. Se corta la viga en las secciones necesarias, se
traza un diagrama de cuerpo libre y se describen las ecuaciones para el momento interno 𝑚 como
función de la variable 𝑥.
3. Se aplican las cargas reales a la viga. Se calculan las reacciones correspondientes a las cargas reales,
se corta la viga en las secciones necesarias, y se escriben las ecuaciones para 𝑀 como funciones de
la variable 𝑥.
4. Se incorporan las ecuaciones en la ecuación 2.9 y se despeja 𝑥.
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“Las secciones necesarias  de los pasos 2 y 3 son aquellas que aparecen cada vez que el sistema de cargas
produce un cambio en la ecuación básica, ya sea de 𝑚, o de 𝑀” (Fitzgerald, 1984).
Dicho la anterior el trabajo virtual interno puede ser positivo o negativo; es decir, si el sentido de rotación de 𝑚
y de 𝑑𝜃 (es decir de 𝑀) tiene la misma dirección, el trabajo virtual interno es positivo, de lo contrario, si el
sentido rotacional de 𝑚 y de 𝑀 es opuesto el trabajo es negativo.
2.2.1.3. Trabajo virtual para cargas de Torsión
La solución de problemas que involucran cargas de torsión es análoga a la de las cargas de flexión. La figura
3.10 (a) indica una flecha circular sujeta a un par de torsión aplicado, 𝑇. Queremos calcular la rotación angular
𝜃𝐵.
Figura 2. 10 Adaptación (Fitzgerald, 1984, pág. 390)
En B se aplica un par unitario ficticio. El par de torsión interno producido por el par de torsión virtual es 𝑡. La
rotación del segmento 𝑑𝑥 producido por las cargas reales está dada por:
𝜃 =
𝑇 𝑑𝑥
𝐺𝐽 (2. 10)
Por consiguiente, el trabajo interno se vuelve en:
𝑡𝜃 = 𝑡 (
𝑇 𝑑𝑥
𝐺𝐽
) (2. 11)
 


	27. 24
La rotación angular  de una flecha se determina como:
𝑙 ∙ 𝜃 = ∫
𝑡𝑇 𝑑𝑥
𝐺𝐽 (2. 12)
Por lo tanto, Fitzgerald (1984) menciona que el método del trabajo virtual es completamente versátil; cuando
una estructura tiene cargas aplicadas que dan por resultado una combinación de fuerzas axiales internas, de
momentos o pares de torsión pueden ocuparse las ecuaciones correspondientes.
Otro método que proporciona una técnica para la terminación de las pendientes y deflexiones en vigas y marcos
por medio de derivadas parciales es el Teorema de Castigliano.
2.2.2. Teorema de Castigliano
A Alberto Castigliano se le acreditan contribuciones en el campo del análisis estructural. Publico dos teoremas;
el primero proporciona una técnica para la determinación de las pendientes y deflexiones en vigas y marcos
haciendo uso de derivadas parciales de la energía interna de la deformación; posteriormente su segundo
teorema mejor conocido como el método del mínimo trabajo, nos sirve para resolver problemas que involucran
estructuras estáticamente indeterminadas; especialmente, estructuras articuladas de un número grande de
indeterminación.
El primer teorema de Castigliano da una técnica que incorpora los principios de la energía de deformación. Es
semejante al método del trabajo virtual; asimismo se puede demostrar el primer teorema considerando la viga
de la figura 3.11; donde las fuerzas 𝑃1 y 𝑃2 se han aplicado a la viga gradual y simultáneamente. Por el principio
del trabajo real se dice que el trabajo externo es igual a la energía interna de deformación por lo tanto se refiere
a:
𝑃1∆1
2
+
𝑃2∆2
2
= 𝑈 (2. 13)
Posteriormente se supone que 𝑃1 se incrementa en 𝑑𝑃1, mientras que en 𝑃2 se mantiene constante como se
muestra en la figura 3.11 (b). la deflexión en 𝑙 se incrementa en 𝑑∆1 y la deflexión en 2 también se incrementa;
por lo tanto, la rapidez de variación de ∆1 con respecto 𝑃1 es:
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𝜕∆1
𝜕𝑃1
∙ 𝑑𝑃1 =  𝑑∆1
(2. 14)
Si se quiere el cambio de deflexión en 2 que es producido por 𝑑𝑃1 se encuentra:
𝜕∆2
𝜕𝑃1
∙ 𝑑𝑃1 = 𝑑∆2
(2. 15)
El cambio total, a la ecuación 2.13, por la adición de 𝑑𝑃1 es:
𝑑𝑃1𝑑∆1
2
+ 𝑃1𝑑∆1 + 𝑃2𝑑∆2= 𝑑𝑈 =
𝜕𝑈
𝜕𝑃1
𝑑𝑃1
(2. 16)
La ecuación 2.16 puede simplificarse usando las ecuaciones (2.14 y 2.15) para obtener:
𝜕𝑈
𝜕𝑃1
= 𝑃1
𝜕∆1
𝜕𝑃1
+ 𝑃2
𝜕∆2
𝜕𝑃1
(2. 17)
Pero según la ecuación 3.13 tomando la derivada parcial con respecto a 𝑃1 se obtiene:
2
𝜕𝑈
𝜕𝑃1
= ∆1
𝜕𝑃1
𝜕𝑃1
+ 𝑃1
𝜕∆1
𝜕𝑃1
+ 𝑃2
𝜕∆2
𝜕𝑃1
(2. 18)
Rescatando la ecuación 2.18 de la 2.17 se encuentra que:
∆1=
𝜕𝑈
𝜕𝑃1
(2. 19)
Por consiguiente, la ecuación anterior se puede enunciar como:
“La deflexión de una estructura en el punto de aplicación y en la misma dirección de una fuerza aplicada se
obtiene calculando la primera derivada parcial de la energía de deformación total interna, con respecto a la
carga aplicada” (Fitzgerald, 1984).
Figura 2. 11 Adaptación (Fitzgerald, 1984, pág. 395)
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El procedimiento para  obtener deformaciones estructurales mediante el teorema de Castigliano es el siguiente:
1. Se traza la estructura y sus cargas. Si existe una fuerza concentrada en el lugar donde se desea hallar
la deflexión, dejamos esa fuerza en función de la variable 𝑃. Si no existe alguna fuerza en el lugar
deseado, incorporamos una fuerza ficticia en ese punto.
2. Se describen las ecuaciones de la energía interna de deformación 𝑈 en función de los valores
numéricos de las cargas reales y la ficticia.
3. Se determina la deflexión tomando en cuenta la derivada parcial de la ecuación para la energía de
deformación con respecto a la ficticia.
Una de las formas más convenientes de efectuar el paso 3 es diferenciar primero bajo el signo integral, y
después integrar. Cuando se hace esto, se encuentra la deflexión usando la energía de deformación y se
obtiene:
∆(𝑜 𝜃) = ∫ 𝑃 (
𝜕𝑃
𝜕𝑄
)
𝑑𝑥
𝐴𝐸
(2. 20)
∆(𝑜 𝜃) = ∫ 𝑀 (
𝜕𝑀
𝜕𝑄
)
𝑑𝑥
𝐸𝐼
(2. 21)
∆(𝑜 𝜃) = ∫ 𝑇 (
𝜕𝑇
𝜕𝑄
)
𝑑𝑥
𝐺𝐽
(2. 22)
2.2.3. Método de superposición
Se usa muy a menudo el principio de superposición en la solución de problemas. Cuando se tiene un elemento
que está sujeto a un sistema de carga completo que involucra un cierto número de fuerzas de diferentes tipos,
se puede determinar el efecto de cada fuerza del sistema sobre el elemento separadamente. Posteriormente
los resultados se combinan para obtener la solución del problema complejo. Fitzgerald (1984), menciona que
el principio de superposición permite analizar por separado los efectos de las cargas y después combinar los
resultados para obtener la solución.
Asimismo, Ghali (2009) menciona que para sostener el principio de superposición las deformaciones en una
estructura deben ser proporcionales a la aplicación de carga, es decir, este principio establece el
desplazamiento debido a una serie de fuerzas que actúan simultáneamente es igual a la suma de los
desplazamientos por cada fuerza que actúa por separado.
Por lo tanto, la mayoría de los métodos del análisis indeterminado caen dentro de la categoría de superposición;
este proceso llamado algunas veces como el método general o el método de las deformaciones consistentes,
es directo y de fácil aplicación. Este método de superposición superpone las deformaciones producidas por una
serie de cargas sobre el elemento a analizar para obtener las fuerzas sobre el elemento estáticamente
indeterminado. Las pendientes y las deflexiones del elemento pueden determinarse por cualquiera de los
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métodos descritos anteriormente  como lo es el Método del Trabajo Virtual, Teorema de Castigliano o la
Ecuación de la Curva Elástica.
El procedimiento para resolver estos elementos estáticamente indeterminados usa la geometría de las
pendientes y deflexiones. Por lo tanto, con este método se hace estáticamente determinado el elemento
indeterminado, mientras se mantiene en equilibrio, removiendo las reacciones redundantes. Después se calcula
la pendiente y/o la deflexión en el lugar correspondiente a la reacción redundante removida. Finalmente se
calcula la fuerza o el momento necesario para llevar al elemento a su posición original. Las componentes de
las reacciones restantes se determinan por medio de las ecuaciones de estática.
El procedimiento de superposición donde las reacciones de un elemento estáticamente indeterminado pueden
determinarse mediante el siguiente procedimiento:
1. Suprimir el número necesario de redundantes para hacer que el elemento sea estáticamente
determinado y estable.
2. Calcular la deflexión del elemento en los puntos donde se suprimieron las redundantes.
3. Quitar las cargas aplicadas originalmente sobre el elemento estáticamente determinado y aplicar
solamente las redundantes en términos generales.
4. Establecer una expresión para la deflexión producida por las redundantes.
5. Correlacionarse estas deflexiones encontradas en los pasos 2 y 4 para el elemento en su posición
original y despejar las incógnitas redundantes.
6. Calcular las reacciones restantes aplicando las leyes de la estática.
2.2.4. Teorema de los trabajos recíprocos (Maxwell)
Ghali (2009) describe el teorema reciproco de Maxwell como una estructura elástica lineal, donde el
desplazamiento en coordenadas 𝑖 debido a una unidad de fuerza en coordenadas 𝑗, es igual a la dislocación
en 𝑗 debido a una fuerza de unidad que actúa en 𝑖. Los desplazamientos son los coeficientes de flexibilidad.
Cabe resaltar que para una estructura en la cual 𝑚 coordenadas se indican, la matriz debe ser simétrica, por
lo tanto, la palabra reciproca en el teorema, es la propiedad simétrica de la matriz de flexibilidad.
Timoshenko (1957), lo denota como el trabajo correspondiente a las fuerzas del primer estado para los
corrimientos del segundo estado es igual al trabajo correspondiente a las fuerzas del segundo estado para los
corrimientos del primero.
2.2.5. Matriz de rigidez
Aguiar Falconi (2004), establece la relación entre 𝑄 − 𝑞, donde 𝑄 es el vector de cargas generalizadas y 𝑞 es
el vector de desplazamientos generalizados. Esta relación se consigue por medio de la matriz de rigidez [𝐾]
de la siguiente manera:
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{𝑄} = [𝐾]{𝑞}  (2. 23)
Donde se estableció una relación lineal entre 𝑄 y 𝑞; lo cual simplifica lo siguiente:
• Que el material cumple con la Ley de Hooke en sus tres dimensiones.
• Que las deformaciones son pequeñas, entonces se podrá aplicar la teoría de los desplazamientos
infinitésimos.
• No existe interacción entre los efectos axiales y de flexión en los elementos.
Una vez cumpliendo estos tres puntos anteriores, se dice que a estructura es linealmente elástica o que trabaja
en un rango elástico. La ecuación 2.23, es comúnmente conocida como:
{𝐹} = [𝐾]{𝑑} (2. 24)
Respecto a la ecuación 2.24 se tiene que la matriz de rigidez es de orden (𝑛𝑥𝑛), donde
𝑛, es el número de grados de libertad de la estructura. Si {𝐹} es un vector de 𝑛 filas y {𝑑} es otro vector de 𝑛
elementos.
Las principales características de la matriz de rigidez en estructuras estables son las siguientes:
1. El valor del determinante es diferente de cero y positivo por consiguiente [𝐾] es regular.
2. Los términos de la diagonal son todos positivos.
3. La matriz es cuadrada.
4. [𝐾] es simétrica respecto a la diagonal.
2.2.6. Matriz de flexibilidad
Esta vez Aguiar Falconi (2004) establece una expresión lineal para las coordenadas generalizadas 𝑞, que
contiene desplazamientos y giros en función de las cargas generalizadas 𝑄 que contienen momentos y fuerzas,
mediante la matriz de flexibilidad [𝑓], misma que será de orden (𝑛𝑥𝑛); dicha relación es:
{𝐹} = [𝑓]{𝑑} (2. 25)
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La matriz de  flexibilidad existe únicamente en estructuras estables. Al aplicar el teorema de los efectos
recíprocos de Maxwell que dice: “En una estructura linealmente elástica, el desplazamiento 𝑖 debido a una
fuerza unitaria 𝑗 es igual al desplazamiento correspondiente 𝑗 debido a una fuerza unitaria 𝑖 ”, (Angiar, 2004).
Mediante este teorema se puede demostrar que la matriz de flexibilidad es simétrica.
La relación entre la matriz de rigidez y flexibilidades es que “la matriz de flexibilidades es la inversa de la matriz
de flexibilidades o viceversa” (Aguiar, 2004).
Tena (2007), describe el método de las flexibilidades (llamado también de las fuerzas) que es básicamente la
superposición de desplazamientos en términos de estructuras estáticamente determinadas. Las fuerzas o
momentos que son las incógnitas se determinan a partir de desplazamientos conocidos con base en las
ecuaciones de compatibilidad de deformaciones, que son aquellas ecuaciones que garantizan los
desplazamientos finales como compatibles con las condiciones de apoyo originales de la estructura.
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CAPÍTULO 3 METODOLOGÍA
Siguiendo  los fundamentos del capítulo anterior, se plantea una metodología para el análisis estructural de
ESTV en modelos de marcos planos. En este tipo de modelos sólo intervienen 3 GDL, (𝑑𝑋,𝑑𝑌 𝑦 𝜃𝑧), y por lo
tanto 3 posibles elementos mecánicos fuerza axial (𝐴), fuerza cortante (𝑉) y momento flexionante (𝑀);
cualquier otro grado de libertad y su correspondiente elemento mecánico causaría que el modelo ya no se
pudiera analizar como un marco plano, más sin embargo esta metodología es perfectamente aplicable para
cualquier modelo estructural, como lo pueden ser, la retícula plana e inclusive el marco 3D, únicamente para
estos casos se tendrían que considerar los GDL correspondientes. Cabe mencionar que parámetros como el
material no influyen en el desarrollo de la metodología, como se podrá ver más adelante.
Primeramente, se supone un elemento cualquiera, el cual tiene un peralte variable en función de su longitud,
ℎ(𝑥), y un ancho constante, 𝑏, (fig. 3.1); el problema reside en conocer la relación entre los desplazamientos y
las fuerzas de dicho elemento.
Figura 3. 1 Elemento de sección variable.
Esta relación se puede establecer de manera análoga a la ecuación fundamental del método de rigideces,
(ec.2.24).
{𝐹} = [𝐾]{𝑑} (3. 1 )
Donde la matriz [𝐾], contiene las fuerzas asociadas a los desplazamientos aplicados en los extremos del
elemento. Esta matriz, en el caso del elemento con sección variable, se puede obtener de la misma forma al
método de rigideces convencional, es decir, aplicando de manera independiente desplazamientos unitarios a
un extremo libre del elemento y obteniendo las fuerzas que se derivan de ello, (fig. 3.2).
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Figura 3. 2  (a) Aplicación de los desplazamientos en el extremo libre del elemento, (b) Deformada de elemento y (c) Fuerzas obtenidas
por los desplazamientos.
Con este procedimiento, se obtendrá entonces la matriz de rigidez del elemento, [𝐾], que contiene las fuerzas
en los extremos (𝐴) y (𝐵) del elemento, originados por los desplazamientos correspondientes; sustituyendo
esta matriz en la ecuación 3.1, tenemos lo siguiente:
{
𝐹
}
=
𝐹𝑋𝐴
𝐹𝑌𝐴
𝑀𝑍𝐴
𝐹𝑋𝐵
𝐹𝑌𝐵
𝑀𝑍𝐵
𝑑𝑋𝐴 𝑑𝑌𝐴 𝜃𝑍𝐴 𝑑𝑋𝐵 𝑑𝑌𝐵 𝜃𝑍𝐵
[
𝐾
] {
𝑑
}
(3. 2 )
El procedimiento descrito anteriormente no es tarea sencilla, debido a que el elemento es no prismático; para
este tipo de elementos, las fuerzas no sólo dependen de los desplazamientos, sino también de la rigidez (𝐸𝐼)
del elemento, la cual no es constante. Para facilitar el cálculo se puede plantear la siguiente relación:
{𝑑} = [𝑓]{𝐹} (3. 3 )
Donde [𝑓] = [𝐾]−1
y es la matriz de flexibilidades del elemento; en dicha matriz se encuentran los
desplazamientos producidos por cargas unitarias aplicadas en los extremos de la barra. Y se puede dividir en
4 submatrices; como se muestra:
[𝑓] =
𝑑𝑋𝐴
𝑑𝑌𝐴
𝜃𝑍𝐴
𝑑𝑋𝐵
𝑑𝑌𝐵
𝜃𝑍𝐵
𝐹𝑋𝐴 𝐹𝑌𝐴 𝑀𝑍𝐴 𝐹𝑋𝐵 𝐹𝑌𝐵 𝑀𝑍𝐵
[
[ 𝑓
𝐴𝐴 ] [ 𝑓
𝐴𝐵 ]
[ 𝑓𝐵𝐴 ] [ 𝑓𝐵𝐵 ]
]
(3. 4 )
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Para obtener la  matriz de flexibilidades bastará entonces con aplicar fuerzas unitarias en un extremo libre del
elemento y obtener los desplazamientos originados. Este proceso, se puede realizar con la ayuda de cualquier
otro método de Resistencia de Materiales para calcular desplazamientos, como lo son: la Ecuación de la Curva
Elástica, Trabajo Virtual, Teorema de Castigliano, etc., pero por simplicidad se opta por utilizar el método de la
carga virtual unitaria (CVU), cuya ecuación se presenta a continuación:
∆= ∫
𝑁𝑛
𝐴𝐸
𝑑𝑥 + ∫
𝑉𝑣
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥 + ∫
𝑀𝑚
𝐸𝐼
𝑑𝑥 + ∫
𝑇𝑡
𝐺𝐽
𝑑𝑥 (3. 5 )
Donde ∆ es el desplazamiento en los extremos del elemento, las literales mayúsculas (𝑁, 𝑉, 𝑀 𝑦 𝑇),
representan las ecuaciones de elementos mecánicos debidos a la carga real sobre la barra; mientras que las
literales minúsculas (𝑛, 𝑣, 𝑚 𝑦 𝑡), corresponden a las ecuaciones de elementos mecánicos producidos al
aplicar una carga virtual unitaria en el punto y dirección de los desplazamientos de interés. Es importante señalar
que, para nuestro caso, la carga real es también unitaria, lo cual simplifica mucho más el cálculo.
Tomando en cuenta la ecuación 3.4, la submatriz [𝑓
𝐴𝐴] contiene los desplazamientos originados en el extremo
(𝐴) al aplicar las fuerzas unitarias en el mismo extremo (𝐴).
𝑓
𝐴𝐴 =
𝑑𝑋𝐴
𝑑𝑌𝐴
𝜃𝑍𝐴
𝐹𝑋𝐴 𝐹𝑌𝐴 𝑀𝑍𝐴
[
𝑓11 𝑓12 𝑓13
𝑓21 𝑓22 𝑓23
𝑓31 𝑓32 𝑓33
]
(3. 6 )
La submatriz [𝑓𝐵𝐴], corresponde por equilibrio a los desplazamientos originados en el extremo (𝐵) al aplicar
las fuerzas unitarias en el extremo (𝐴).
𝑓𝐵𝐴 =
𝑑𝑋𝐴
𝑑𝑌𝐴
𝜃𝑍𝐴
𝐹𝑋𝐴 𝐹𝑌𝐴 𝑀𝑍𝐴
[
𝑓
41 𝑓
42 𝑓
43
𝑓51 𝑓52 𝑓53
𝑓61 𝑓62 𝑓63
]
(3. 7 )
La submatriz [𝑓
𝐴𝐵], corresponde a los desplazamientos originados en el extremo (𝐴) al aplicar las fuerzas
unitarias en el extremo (𝐵); y debido a la simetría de la matriz [𝑓], [𝑓𝐵𝐴] tendrá que ser la transpuesta de
[𝑓
𝐴𝐵], es decir [𝑓𝐵𝐴]𝑇
= [𝑓
𝐴𝐵].
𝑓
𝐴𝐵 =
𝑑𝑋𝐴
𝑑𝑌𝐴
𝜃𝑍𝐴
𝐹𝑋𝐴 𝐹𝑌𝐴 𝑀𝑍𝐴
[
𝑓14 𝑓15 𝑓16
𝑓24 𝑓25 𝑓26
𝑓34 𝑓35 𝑓36
]
(3. 8 )
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Por último, la  submatriz [𝑓𝐵𝐵], corresponde por equilibrio a los desplazamientos originados en el extremo (𝐵)
al aplicar las fuerzas unitarias en el mismo extremo (𝐵).
𝑓𝐵𝐵 =
𝑑𝑋𝐴
𝑑𝑌𝐴
𝜃𝑍𝐴
𝐹𝑋𝐴 𝐹𝑌𝐴 𝑀𝑍𝐴
[
𝑓
44 𝑓
45 𝑓
46
𝑓54 𝑓55 𝑓56
𝑓64 𝑓65 𝑓66
]
(3. 9 )
Para obtener cada término de la submatriz [𝑓
𝐴𝐴] correspondientes a un marco plano, se aplicarán fuerzas
unitarias, en dirección “X” y “Y” y momento unitario en dirección “Z”, en el extremo (𝐴), para obtener los
desplazamientos correspondientes en cada dirección. Cabe mencionar que para las fuerzas y desplazamientos
se utilizará una convención cartesiana derecha, es decir, para “X” horizontal y positivo hacia la derecha, “Y”
vertical y positivo hacia arriba y por ende el giro en “Z” será positivo en sentido antihorario.
Primero se aplica la fuerza unitaria en dirección “X”, y realizando un corte en el elemento, se obtienen las
ecuaciones de fuerza axial, fuerza cortante y momento flexionante, (fig. 3.3 a - c). El mismo procedimiento se
realiza de manera análoga, ahora aplicando la fuerza en dirección “Y”, (fig. 3.3 d – f) y momento en dirección
“Z” teniendo en cuenta la convención positiva, (fig. 3.3 g – i).
Figura 3. 3 Fuerza unitaria en dirección "X" (a - c), Fuerza unitaria en dirección "Y" (d - f) y Momento unitario en dirección "Z" (g - i).
Para cada uno de los casos anteriores, se aplican cargas virtuales unitarias en dirección de los desplazamientos
“X”, “Y” y giro en dirección “Z” en el extremo (𝐴) del elemento; la figura 3.4, muestra las cargas virtuales
aplicadas en dirección de los desplazamientos; obteniendo así los elementos mecánicos causados por estas
cargas.
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Figura 3. 4  Aplicación de cargas virtuales unitarias en dirección de los desplazamientos y giro.
Considerando los grados de libertad propios de un marco plano la ecuación 3.5 queda de la siguiente manera:
∆= ∫
𝑁𝑛
𝐴𝐸
𝑑𝑥 + ∫
𝑉𝑣
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥 + ∫
𝑀𝑚
𝐸𝐼
𝑑𝑥 (3. 10 )
Tomando en cuenta lo anterior, se pueden calcular los términos de la submatriz [𝑓
𝐴𝐴]:
𝑓11 = ∫
(−1)(−1)
𝐴𝐸
𝑑𝑥 + ∫
(0)(0)
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥 + ∫
(0)(0)
𝐸𝐼
𝑑𝑥 = ∫
1
𝐴𝐸
𝐿
0
(3. 11 )
𝑓21 = ∫
(−1)(0)
𝐴𝐸
𝑑𝑥 + ∫
(0)(1)
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥 + ∫
(0)(𝑥)
𝐸𝐼
𝑑𝑥 = 0
(3. 12 )
𝑓31 = ∫
(−1)(0)
𝐴𝐸
𝑑𝑥 + ∫
(0)(0)
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥 + ∫
(0)(−1)
𝐸𝐼
𝑑𝑥 = 0
(3. 13 )
𝑓12 = ∫
(0)(−1)
𝐴𝐸
𝑑𝑥 + ∫
(1)(0)
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥 + ∫
(𝑥)(0)
𝐸𝐼
𝑑𝑥 = 0
(3. 14 )
𝑓22 = ∫
(0)(0)
𝐴𝐸
𝑑𝑥 + ∫
(1)(1)
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥 + ∫
(𝑥)(𝑥)
𝐸𝐼
𝑑𝑥 = ∫
1
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥
𝐿
0
+ ∫
𝑥2
𝐸𝐼
𝑑𝑥
𝐿
0
(3. 15 )
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𝑓32 = ∫
(0)(0)
𝐴𝐸
𝑑𝑥  + ∫
(1)(0)
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥 + ∫
(𝑥)(−1)
𝐸𝐼
𝑑𝑥 = ∫
𝑥
𝐸𝐼
𝑑𝑥
𝐿
0
(3. 16)
𝑓13 = ∫
(0)(−1)
𝐴𝐸
𝑑𝑥 + ∫
(0)(0)
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥 + ∫
(−1)(0)
𝐸𝐼
𝑑𝑥 = 0 (3. 17)
𝑓23 = ∫
(0)(0)
𝐴𝐸
𝑑𝑥 + ∫
(0)(1)
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥 + ∫
(−1)(𝑥)
𝐸𝐼
𝑑𝑥 = ∫
𝑥
𝐸𝐼
𝑑𝑥
𝐿
0
(3. 18)
En las ecuaciones (3.16 y 3.18), se aprecia que 𝑓32 = 𝑓23, debido a que la matriz de flexibilidades es simétrica.
𝑓33 = ∫
(0)(0)
𝐴𝐸
𝑑𝑥 + ∫
(0)(0)
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥 + ∫
(−1)(−1)
𝐸𝐼
𝑑𝑥 = ∫
1
𝐸𝐼
𝑑𝑥
𝐿
0
(3. 19 )
Sustituyendo los valores anteriores en la submatriz [𝑓
𝐴𝐴], (ecs. 3.11-3.19) se tiene:
[𝑓
𝐴𝐴] = [
𝑓11 0 0
0 𝑓22 𝑓32
0 𝑓23 𝑓33
] =
[
∫
1
𝐴𝐸
𝐿
0
0 0
0 ∫
1
𝐺𝐴𝑐
𝑑𝑥
𝐿
0
+ ∫
𝑥2
𝐸𝐼
𝑑𝑥
𝐿
0
∫
𝑥
𝐸𝐼
𝑑𝑥
𝐿
0
0 ∫
𝑥
𝐸𝐼
𝑑𝑥
𝐿
0
∫
1
𝐸𝐼
𝑑𝑥
𝐿
0 ]
(3. 20 )
Una vez obtenida la submatriz [𝑓
𝐴𝐴], se pueden obtener los términos de la matriz de rigidez del elemento
recordando la relación [𝑓]−1 = [𝐾]
[
[ 𝑓
𝐴𝐴 ] [ 𝑓
𝐴𝐵 ]
[ 𝑓𝐵𝐴 ] [ 𝑓𝐵𝐵 ]
]
−1
=
[
[ 𝐾𝐴𝐴 ] [ 𝐾𝐴𝐵 ]
[ 𝐾𝐵𝐴 ] [ 𝐾𝐵𝐵 ]
]
(3. 21 )
Como se aprecia en la ecuación 3.21, existe una relación muy particular entre las matrices [𝐾] y [𝑓], ya que
la inversa de la matriz de flexibilidades es igual a la matriz de rigideces y ambas son simétricas; por lo tanto,
tenemos que [𝑓
𝐴𝐴]−1
= [𝐾𝐴𝐴].
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Para comprobar lo  anterior se procede a calcular la inversa de [𝑓
𝐴𝐴] y suponer que la sección transversal del
elemento es constante. Debido a las características de la submatriz en cuestión, su inversa es fácil de calcular
de la siguiente forma:
[𝑓
𝐴𝐴]−1
=
[
1
𝑓11
0 0
0
𝑓33
𝐷𝐸𝑇
𝑓23
𝐷𝐸𝑇
0
𝑓23
𝐷𝐸𝑇
𝑓22
𝐷𝐸𝑇]
(3. 22 )
Donde:
𝐷𝐸𝑇 = 𝑓22𝑓33 − 𝑓23𝑓32 = 𝑓22𝑓33 − 𝑓23
2
(3. 23 )
Integrando los términos de [𝑓
𝐴𝐴] y como ya se mencionó anteriormente que la sección se supone constante,
se tiene lo siguiente:
[𝑓
𝐴𝐴] =
[
𝐿
𝐴𝐸
0 0
0
𝐿
𝐺𝐴𝑐
+
𝐿3
3𝐸𝐼
𝐿2
2𝐸𝐼
0
𝐿2
2𝐸𝐼
𝐿
𝐸𝐼 ]
(3. 24 )
Para facilitar las operaciones algebraicas se opta por hacer un cambio de variable, con el termino 𝑓22, de la
siguiente forma:
𝐿
𝐺𝐴𝑐
+
𝐿3
3𝐸𝐼
=
𝐿3
3𝐸𝐼
(1 + 𝑐)
(3. 25 )
Para que se cumpla esta condición, se tendrá que satisfacer la siguiente igualdad:
𝐿3
3𝐸𝐼
𝑐 =
𝐿
𝐺𝐴𝑐
(3. 26 )
Despejando 𝑐, de la ecuación anterior nos queda:
𝑐 =
3𝐸𝐼𝐿
𝐿3𝐺𝐴𝐶
(3. 27 )
Y conociendo la relación entre el módulo de cortante (𝐺) y el módulo de elasticidad (𝐸):
𝐺 =
𝐸
2(1 + 𝑣)
(3. 28 )
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Donde 𝑣 es  la relación de Poisson del material.
Sustituyendo la ecuación 3.28 en la 3.27, se tiene el valor de la deformación por corte (𝑐):
𝑐 =
6(1 + 𝑣)𝐼
𝐿2𝐴𝐶
(3. 29 )
Y por lo tanto la ecuación 3.24 queda de la siguiente forma:
[𝑓
𝐴𝐴] =
[
𝐿
𝐴𝐸
0 0
0
𝐿3
3𝐸𝐼
(1 + 𝑐)
𝐿2
2𝐸𝐼
0
𝐿2
2𝐸𝐼
𝐿
𝐸𝐼 ]
(3. 30 )
Una vez hecho esto se procede a calcular la inversa de esta submatriz, según la ecuación 3.23.
𝐷𝐸𝑇 = (
𝐿3
3𝐸𝐼
(1 + 𝑐) (
𝐿
𝐸𝐼
)) − (
𝐿2
2𝐸𝐼
)
2
=
𝐿4
12(𝐸𝐼)2
(4(1 + 𝑐) − 3) =
𝐿4
12(𝐸𝐼)2
(1 + 4𝑐)
(3. 31 )
Sustituyendo los valores para obtener cada término de la submatriz se tiene:
𝑓33
𝐷𝐸𝑇
=
𝐿
𝐸𝐼
𝐿4
12(𝐸𝐼)2 (1 + 4𝑐)
=
12(𝐸𝐼)2
𝐿
𝐿4𝐸𝐼(1 + 4𝑐)
=
12𝐸𝐼
𝐿3(1 + 4𝑐)
(3. 32 )
𝑓23
𝐷𝐸𝑇
=
𝐿2
2𝐸𝐼
𝐿4
12(𝐸𝐼)2 (1 + 4𝑐)
=
12(𝐸𝐼)2
𝐿2
2𝐿4𝐸𝐼(1 + 4𝑐)
=
6𝐸𝐼
𝐿2(1 + 4𝑐)
(3. 33 )
𝑓22
𝐷𝐸𝑇
=
𝐿3
3𝐸𝐼
(1 + 𝑐)
𝐿4
12(𝐸𝐼)2 (1 + 4𝑐)
=
12(𝐸𝐼)2
𝐿3(1 + 𝑐)
3𝐿4𝐸𝐼(1 + 4𝑐)
=
4𝐸𝐼(1 + 𝑐)
𝐿(1 + 4𝑐)
(3. 34 )
Sustituyendo estos valores en la ecuación 3.22, se comprueba que la inversa de [𝑓
𝐴𝐴 ], es igual a la submatriz
de rigidez [𝐾𝐴𝐴].
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[𝑓
𝐴𝐴]−1
=
[
𝐴𝐸
𝐿
0 0
0
12𝐸𝐼
𝐿3(1 +  4𝑐)
6𝐸𝐼
𝐿2(1 + 4𝑐)
0
6𝐸𝐼
𝐿2(1 + 4𝑐)
4𝐸𝐼(1 + 𝑐)
𝐿(1 + 4𝑐) ]
= [𝐾𝐴𝐴] (3. 35 )
Si se desprecia la contribución de la deformación por corte (𝑐 = 0), la submatriz anterior queda como sigue:
[𝑓
𝐴𝐴]−1
=
[
𝐴𝐸
𝐿
0 0
0
12𝐸𝐼
𝐿3
6𝐸𝐼
𝐿2
0
6𝐸𝐼
𝐿2
4𝐸𝐼
𝐿 ]
= [𝐾𝐴𝐴] (3. 36 )
3.1.Obtención de la matriz de rigidez [𝑲]
Como se pudo ver anteriormente la inversa de [𝑓
𝐴𝐴] es igual a [𝐾𝐴𝐴], entonces se puede reescribir de la
siguiente manera:
[𝐾𝐴𝐴] =
𝐹𝑋𝐴
𝐹𝑌𝐴
𝑀𝑍𝐴
𝑑𝑋𝐴 𝑑𝑌𝐴 𝜃𝑍𝐴
[
1
𝑓11
0 0
0
𝑓33
𝐷𝐸𝑇
𝑓23
𝐷𝐸𝑇
0
𝑓23
𝐷𝐸𝑇
𝑓22
𝐷𝐸𝑇]
(3. 37 )
Como se explicó anteriormente, en está submatriz, se presentan las fuerzas en el extremo (𝐴) originadas al
aplicar desplazamientos unitarios en el mismo extremo (𝐴), (fig. 3.5).
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Figura 3. 5  Fuerzas originadas al aplicar desplazamientos unitarios en dirección "X", "Y" y giro unitario en "Z" del extremo (A).
Teniendo esto y mediante el equilibrio estático, se encuentran las fuerzas que se generan en el extremo (𝐵)
debido a los desplazamientos en (𝐴); y con esto se obtendrá la submatriz [𝐾𝐵𝐴]. Es decir, al aplicar el
desplazamiento en el extremo (𝐴) y en dirección “X”, se genera una fuerza en la misma dirección al
desplazamiento y por equilibrio se obtienen las fuerzas en el extremo (𝐵), (fig. 3.6). De la misma forma, se
aplica el desplazamiento en el extremo (𝐴) y en dirección “Y”; generando una fuerza en la misma dirección y
un momento; haciendo sumatoria de momentos en el extremo (𝐵) se obtienen respectivamente por equilibrio,
la fuerza y momento que los contrarresta, (fig. 3.7).
Por último, en la figura 3.8, se aplica un giro unitario en dirección “Z” del extremo (𝐴), por lo que se genera una
fuerza y un momento; por equilibrio, se hace sumatoria de momento en el extremo (𝐵) y se tiene la fuerza que
lo contrarresta y el momento.
Figura 3. 6 Equilibrio en el extremo (B) al aplicar un desplazamiento unitario en dirección “X” en el extremo (A).
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Figura 3. 7  Equilibrio en el extremo (B) al aplicar un desplazamiento unitario en dirección “Y” en el extremo (A).
Figura 3. 8 Equilibrio en el extremo (B) al aplicar un giro unitario en dirección “Z” en el extremo (A).
Obtenidos los valores se puede escribir la submatriz [𝐾𝐵𝐴] de la siguiente forma:
[𝐾𝐵𝐴] =
[
−
1
𝑓11
0 0
0 −
𝑓33
𝐷𝐸𝑇
−
𝑓23
𝐷𝐸𝑇
0
𝑓33𝐿 − 𝑓32
𝐷𝐸𝑇
𝑓23𝐿 − 𝑓22
𝐷𝐸𝑇 ]
(3. 38 )
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Debido a la  simetría de la matriz de rigidez, al transponer [𝐾𝐵𝐴] se tiene [𝐾𝐴𝐵]:
[𝐾𝐵𝐴]𝑇
= [𝐾𝐴𝐵] =
[
−
1
𝑓11
0 0
0 −
𝑓33
𝐷𝐸𝑇
𝑓33𝐿 − 𝑓32
𝐷𝐸𝑇
0 −
𝑓23
𝐷𝐸𝑇
𝑓23𝐿 − 𝑓22
𝐷𝐸𝑇 ]
(3. 39 )
Teniendo así las fuerzas obtenidas en el extremo (𝐴) debido a los desplazamientos unitarios aplicados en el
extremo (𝐵), (fig. 3.9).
Figura 3. 9 Fuerzas originadas en el extremo (A) al aplicar desplazamientos unitarios en dirección "X", "Y" y giro unitario en "Z" en el
extremo (B).
Atendiendo lo anterior y una vez más por equilibrio, se obtendrán las fuerzas en el extremo (𝐵) obteniendo por
último [𝐾𝐵𝐵]. En la figura 3.10, se muestra que al aplicar un desplazamiento positivo en dirección “X” en el
extremo (𝐵), hay una fuerza contraria al desplazamiento en el extremo (𝐴); haciendo equilibrio de fuerzas del
elemento se obtiene la fuerza en dirección del desplazamiento en el extremo (𝐵).
De la misma forma, se aplica en dirección “Y” un desplazamiento unitario en el extremo (𝐵) y se obtiene por
equilibrio las fuerzas en el extremo (𝐵), (fig. 3.11). Y, por último, se repite el mismo procedimiento para el giro
unitario en dirección “Z” en el extremo (𝐵), (fig. 3.12).
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Figura 3. 10  Aplicando un desplazamiento en dirección x del extremo (B).
Figura 3. 11 Aplicando un desplazamiento en dirección y en el extremo (B).
Figura 3. 12 Aplicando un giro en dirección z en el extremo (B).
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Con lo anterior,  se obtiene [𝐾𝐵𝐵], tomando en cuenta la dirección de las fuerzas y momento se tiene:
[𝐾𝐵𝐵] =
[
1
𝑓11
0 0
0
𝑓33
𝐷𝐸𝑇
𝑓23 − 𝑓33𝐿
𝐷𝐸𝑇
0
𝑓23 − 𝑓33𝐿
𝐷𝐸𝑇
𝑓33𝐿2
− 2𝑓23𝐿 + 𝑓22
𝐷𝐸𝑇 ]
(3. 40 )
Obtenidas las 4 submatrices de las ecuaciones (3.37 - 3.40), se tiene la matriz de rigidez [𝐾] para un elemento
con sección variable:
[𝐾] =
𝐹𝑋𝐴
𝐹𝑌𝐴
𝑀𝑍𝐴
𝐹𝑋𝐵
𝐹𝑌𝐵
𝑀𝑍𝐵
𝑑𝑋𝐴 𝑑𝑌𝐴 𝜃𝑍𝐴 𝑑𝑋𝐵 𝑑𝑌𝐵 𝜃𝑍𝐵
[
1
𝑓11
0 0
0
𝑓33
𝐷𝐸𝑇
𝑓23
𝐷𝐸𝑇
0
𝑓23
𝐷𝐸𝑇
𝑓22
𝐷𝐸𝑇
−
1
𝑓11
0 0
0 −
𝑓33
𝐷𝐸𝑇
𝑓33𝐿 − 𝑓23
𝐷𝐸𝑇
0 −
𝑓23
𝐷𝐸𝑇
𝑓23𝐿 − 𝑓22
𝐷𝐸𝑇
−
1
𝑓11
0 0
0 −
𝑓33
𝐷𝐸𝑇
−
𝑓23
𝐷𝐸𝑇
0
𝑓33𝐿 − 𝑓23
𝐷𝐸𝑇
𝑓23𝐿 − 𝑓22
𝐷𝐸𝑇
1
𝑓11
0 0
0
𝑓33
𝐷𝐸𝑇
𝑓23 − 𝑓33𝐿
𝐷𝐸𝑇
0
𝑓23 − 𝑓33𝐿
𝐷𝐸𝑇
𝑓33𝐿2
− 2𝑓23𝐿 + 𝑓22
𝐷𝐸𝑇 ]
(3. 41 )
Esta matriz considera los 3 posibles desplazamientos que puede tener una barra en cada uno de sus extremos,
los cuales son útiles para analizar modelos de Marcos Planos No Ortogonales (M. P. N. O.); por otro lado,
cuando tenemos modelos más simplificados como el de marco plano ortogonal sin deformación axial (𝛿) (M.
P. O. sin 𝛿), se puede utilizar una matriz más simplificada para cada elemento.
Esta matriz para un elemento de sección constante se puede definir de la siguiente forma:
[𝐾] =
𝑀𝐴
𝑀𝐵
𝐹𝐴
𝐹𝐵
𝜃𝐴 𝜃𝐵 𝑑𝐴 𝑑𝐵
[
4𝐸𝐼
𝐿
2𝐸𝐼
𝐿
2𝐸𝐼
𝐿
4𝐸𝐼
𝐿
6𝐸𝐼
𝐿2
−
6𝐸𝐼
𝐿2
6𝐸𝐼
𝐿2
−
6𝐸𝐼
𝐿2
6𝐸𝐼
𝐿2
6𝐸𝐼
𝐿2
−
6𝐸𝐼
𝐿2
−
6𝐸𝐼
𝐿2
12𝐸𝐼
𝐿3
−
12𝐸𝐼
𝐿3
−
12𝐸𝐼
𝐿3
12𝐸𝐼
𝐿3 ]
(3. 42 )
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Esta matriz únicamente  contempla la aparición de giros y desplazamientos lineales en cada nodo, es decir, 2
GDL por nodo y su obtención es análoga a la de las matrices de rigidez que se han mencionado anteriormente.
Esta matriz se puede simplificar aún más, teniendo en cuenta que las fuerzas que aparecen en los extremos
del elemento son dependientes de los momentos originados en los mismos, y dichas fuerzas se pueden obtener
de la siguiente forma.
𝑉𝐴 =
𝑀𝐴 + 𝑀𝐵
𝐿
𝑦 𝑉𝐵 = −𝑉𝐴
(3. 43 )
Teniendo en cuenta esto, para definir la matriz de rigidez de un elemento, bastaría con conocer la submatriz de
giros la cual se puede definir como la matriz de rigidez angular, [𝑅], y que para un elemento de sección
constante es la siguiente:
[𝑅] = 𝑀𝐴
𝑀𝐵
𝜃𝐴 𝜃𝐵
[
4𝐸𝐼
𝐿
⁄ 2𝐸𝐼
𝐿
⁄
2𝐸𝐼
𝐿
⁄ 4𝐸𝐼
𝐿
⁄
]
(3. 44 )
La cual contiene únicamente los momentos en los extremos (𝐴) y (𝐵) producidos por giros unitarios en los
mismos extremos. Teniendo en cuenta esta relación, de la ecuación 3.41, se puede obtener de la misma manera
la matriz de rigidez angular para un elemento de sección variable, la cual es:
[𝑅] =
𝑀𝐴
𝑀𝐵
𝜃𝐴 𝜃𝐵
[
𝑓22
𝐷𝐸𝑇
𝑓23𝐿 − 𝑓22
𝐷𝐸𝑇
𝑓23𝐿 − 𝑓22
𝐷𝐸𝑇
𝑓33𝐿2
− 2𝑓23𝐿 + 𝑓22
𝐷𝐸𝑇 ]
(3. 45 )
Donde podemos definir al momento en (𝐴) producido por el giro en (𝐴) como:
𝑟𝐴𝐴 =
𝑓22
𝐷𝐸𝑇
(3. 46 )
Y de la misma forma, tenemos los 3 elementos restantes de [𝑅].
𝑟𝐵𝐴 =
𝑓23𝐿 − 𝑓22
𝐷𝐸𝑇
(3. 47 )
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𝑟𝐴𝐵 =
𝑓23𝐿 −  𝑓22
𝐷𝐸𝑇
(3. 48 )
𝑟𝐵𝐵 =
𝑓33𝐿2
− 2𝑓23𝐿 + 𝑓22
𝐷𝐸𝑇
(3. 49 )
Para obtener los momentos y fuerzas en cada extremo debido a desplazamientos unitarios y comprobar las
ecuaciones (3.46 – 3.48), se tiene que, a partir de los 𝑡𝑟𝑎𝑏𝑎𝑗𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑐í𝑝𝑟𝑜𝑐𝑜𝑠, el cortante relacionado a un giro
unitario, es igual al momento asociado a un desplazamiento lineal unitario y viceversa.
Es decir, tomando como ejemplo un elemento de sección constante, se puede observar que los momentos
generados al aplicar un desplazamiento lineal y unitario, son exactamente los mismos a las fuerzas obtenidas
al aplicar el giro unitario, para este caso ambos son 6𝐸𝐼
𝐿2
⁄ , (fig. 3.13).
Figura 3. 13 Comprobación de trabajos recíprocos para sección constante.
Por lo tanto, los momentos debido a desplazamientos lineales unitarios se pueden definir de la siguiente
manera:
Figura 3. 14 Obtención de los momentos debido al desplazamiento lineal unitario.
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𝑀𝐴 =
𝑟𝐴𝐴 +  𝑟𝐴𝐵
𝐿
(3. 50 )
𝑀𝐵 =
𝑟𝐵𝐴 + 𝑟𝐵𝐵
𝐿
(3. 51 )
Para los cortantes 𝑉𝐴 y 𝑉𝐵, se utilizará la ecuación 3.43 anteriormente mencionada.
Cabe señalar que este procedimiento alternativo es útil para simplificar el proceso de cálculo cuando se realiza
de forma manual, pero en caso de realizarse por computadora, con la ayuda de un algoritmo de programación,
no habría necesidad de dicha simplificación, es decir, se podría usar directamente la matriz de rigidez de la
ecuación 3.41 que contempla todos y cada uno de los posibles GDL de un ESTV.
3.2.Obtención del vector de fuerzas {𝑭}
El vector de fuerzas {𝐹}, necesario para resolver la ecuación fundamental del método de rigideces, (ec. 3.41),
se compone de las fuerzas y/o momentos que actúan en los grados de libertad que se están considerando para
el análisis de la estructura y tendrá que ser un vector compatible en orden y unidades con la matriz de rigidez.
{𝐹} =
{
𝑃1
𝑃2
.
.
.
𝑃
𝑛}
(3. 52 )
Cuando en la estructura se tienen las fuerzas aplicadas en los grados de libertad, éstas pasan directamente a
{𝐹} en la posición correspondiente al GDL y con el signo propio de la dirección que tienen, respetando la
convención de signos acordada en un principio, (fig. 3.15).
Figura 3. 15 (a) Grados de Libertad y (b) Fuerzas aplicadas en los nodos.
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{𝐹} =
{
𝑃1
𝑃2
𝑃3
𝑃4
𝑃5
𝑃6}
=
{
𝐹𝑋1
−𝐹𝑌1
𝑀𝑍1
−𝐹𝑋2
𝐹𝑌2
−𝑀𝑍2}
(3. 53  )
La elaboración de este vector se complica cuando las fuerzas no están aplicadas directamente en los GDL, sino
que se encuentran actuando en los elementos, ya sea como cargas puntuales, distribuidas o alguna otra, en
este caso no se pueden pasar de manera directa a {𝐹}, ya que si recordamos el método de rigideces
únicamente relaciona las fuerzas y los desplazamientos en los GDL de la estructura y dichos grados de libertad
están ubicados en los nodos.
Para resolver este inconveniente se utiliza un artilugio matemático, el cual consiste en primeramente fijar los
nodos para que no presenten ningún desplazamiento, al hacer esto, se generarán reacciones (fuerzas) en
dichos nodos que son contrarias a los desplazamientos, a las que llamaremos fuerzas de fijación o de
empotramiento, es decir, las fuerzas necesarias para que el nodo no se desplace; a este proceso se le llamará
𝐸𝑆𝑇𝐴𝐷𝑂 𝐼.
Estas fuerzas de fijación se obtendrán mediante algún otro método de Resistencia de Materiales; para este
caso se utilizará el método del trabajo virtual. Posteriormente, se aplicarán únicamente las fuerzas de fijación
contrarias al 𝐸𝑆𝑇𝐴𝐷𝑂 𝐼 por acción-reacción, concentradas en los nodos, a esto se le conocerá como el
𝐸𝑆𝑇𝐴𝐷𝑂 𝐼𝐼, el cual se podrá resolver con el método de rigideces; y finalmente cabe resaltar que la solución
final del problema es la superposición del 𝐸𝑆𝑇𝐴𝐷𝑂 𝐼 más el 𝐸𝑆𝑇𝐴𝐷𝑂 𝐼𝐼, (fig. 3.16).
Figura 3. 16 ESTADO I Y ESTADO II.
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3.3.Fuerzas en las  barras
Para formar el vector de fuerzas {𝐹}, se necesita conocer el 𝐸𝑆𝑇𝐴𝐷𝑂 𝐼, es decir, las fuerzas necesarias para
que los nodos no tengan desplazamiento. Para un elemento con sección constante es relativamente fácil
conocer sus momentos de empotramiento, por el contrario, cuando se tiene una sección no prismática como se
muestra en la figura 3.17, sus reacciones en los extremos (𝐴) 𝑦 (𝐵) no serán las mismas, ya que éstas no
sólo dependen de la carga sino también de la variación de la inercia del elemento.
Figura 3. 17 Momentos de empotramiento para sección no prismática.
En la figura 3.18 (a), se muestra una viga doblemente empotrada con sección variable y carga distribuida;
empleando el método del trabajo virtual se podrán obtener las reacciones debido a los empotramientos con el
siguiente procedimiento. Primeramente, se cambiarán los empotres por apoyos simples y al hacer esto tendrán
que aparecer giros en cada extremo del elemento, (𝜃𝐴) y (𝜃𝐵), posteriormente, por superposición se añadirán
momentos tales, que generen giros, (𝜃𝐴
′
) y (𝜃𝐵
′
), de igual magnitud y sentido contrario a los iniciales (fig.
3.18 b – c).
Figura 3. 18 Viga doblemente empotrada.
Para que la superposición sea válida se debe de cumplir que:
𝜃𝐴 = 𝜃𝐴′
(3. 54 )
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𝜃𝐵 = 𝜃𝐵′
(3.  55 )
De acuerdo al elemento de sección no prismatica sometido ante cualquier tipo de cargas se obtendrá la
ecuación de momento, (𝑀), debido a las cargas externas que actuan sobre este elemento y con relacion a su
carga se denotará como 𝑀(𝑊),(fig. 3.29 b).
Figura 3. 19 Obtención de las fuerzas externas.
Antes que nada, hay que saber qué valor tienen los giros (𝜃𝐴) y (𝜃𝐵), para esto se utiliza la carga virtual
unitaria (CVU), es decir, se aplica un momento unitario en el extremo del apoyo (𝐵), (fig. 3.20 a); para
posteriormente obtener la ecuación de momento, (𝑚), (fig.3.20 b).
Figura 3. 20 Obtención del giro 𝜃𝐵.
Luego se aplica el momento unitario en el extremo del apoyo (𝐴) y se procede con el corte correspondiente
para obtener 𝜃𝐴, (fig. 3.21 a y b).
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